
TMA4100 Matematikk 1

Interaktiv forelesning uke 47

Høsten 2022

Alternativ for MTFYMA

I oversiktsforelesningen så dere initialverdiproblemer på formen{
𝑦′(𝑡) = 𝑓 (𝑡, 𝑦(𝑡)), 𝑡0 < 𝑡 < 𝑇,

𝑦(𝑡0) = 𝑦0,

og at disse er ekvivalente med

𝑦(𝑡) = 𝑦0 +
∫ 𝑡

𝑡0

𝑓 (𝑠, 𝑦(𝑠)) 𝑑𝑠, 𝑡0 ⩽ 𝑡 ⩽ 𝑇, (1)

så lenge både 𝑓 og 𝑦 er kontinuerlige. Dere så også at vi kan gjøre såkalte picarditerasjoner ved å
bruke (1) til å forbedre en tilnærmet løsning:

Om vi har en tilnærming 𝑧𝑛(𝑡), er det nærliggende å håpe at

𝑧𝑛+1(𝑡) = 𝑦0 +
∫ 𝑡

𝑡0

𝑓 (𝑠, 𝑧𝑛(𝑠)) 𝑑𝑡, 𝑡0 ⩽ 𝑡 ⩽ 𝑇,

er en bedre tilnærming. Vi kan tenke på dette som en “prosess” 𝑃 som tar inn en kontinuerlig
funksjon 𝑧𝑛 : [𝑡0, 𝑇 ] → R, og spytter ut en ny kontinuerlig funksjon 𝑧𝑛+1 = 𝑃(𝑧𝑛), definert på samme
intervall. Spesielt kan dette gi oss en følge {𝑧𝑛}∞𝑛=0 av tilnærminger, gitt en første tilnærming 𝑧0 (for
eksempel 𝑧0(𝑡) = 𝑦0), og håpet er at denne i noen forstand konvergerer til en løsning av (1).

3 a) Hvorfor er en løsning av (1) det samme som et “fikspunkt” for prosessen 𝑃?

b) Anta at vi har to kontinuerlige funksjoner 𝑔, ℎ : [𝑎, 𝑏] → R. Hvorfor er det naturlig å
tenke på størrelsen

𝑑 (𝑔, ℎ) = max
𝑎⩽𝑡⩽𝑏

|𝑔 (𝑡) − ℎ(𝑡) |

som en form for “avstand” mellom de to funksjonene?

c) Anta at det finnes en konstant 𝐿 ⩾ 0 som er slik at

| 𝑓 (𝑡, 𝑦1) − 𝑓 (𝑡, 𝑦2) | ⩽ 𝐿| 𝑦1 − 𝑦2 |

for alle 𝑡, 𝑦1, 𝑦2 ∈ R. Vis at hvis 𝑔, ℎ : [𝑡0, 𝑇 ] → R er kontinuerlige funksjoner, så er

𝑑 (𝑃(𝑔), 𝑃(ℎ)) ⩽ 𝐿(𝑇 − 𝑡0)𝑑 (𝑔, ℎ).

d) Hva tror du nå skjer dersom vi velger 𝑇 nær nok 𝑡0 til at 𝛼 = 𝐿(𝑇 − 𝑇0) ∈ [0, 1)?

(Det resulterende teoremet for eksistens og entydighet av løsninger for initialverdiproblemer,
som det finnes mange ulike varianter av, kalles Picard–Lindelöfs teorem. Relevante kurs her er
TMA4145 Lineære metoder og TMA4165 Differensialligninger og dynamiske systemer.)


