TMA4100 Matematikk 1

Anbefalte oppgaver uke 39

Hgsten 2019

L@sningsforslag

Vi skal evaluere det ubestemte integralet
1= f (x% — 2x)ek* dx.
Vi starter med a dele opp integralet i to,
I =f x2ek* dx — Zf xek* dx.

La oss fgrst se paintegralet [, = f xek¥ dx. Vibruker delvis integrasjon og fglger notasjonen side

1

333 lereboken. La U = x og dV = e** dx, slikat dU = dx ogV = Eekx. Vi har nj at

12=f xekxdx=f UdV=UV—f Vdu

For a evaluere I; = f x2eX* dx bruker vi samme metode, men nd setter vi U = x2 og dV =
ek* dx, slikat dU = 2xdx ogV = %ek". Dette gir

11=f xzekxdx=f UdV:UV—f Vdu

1 1
= xzzek" —f Fekax dx
2 2

= %ekx - xek* dx
:%zekx—%'iekx<x—%>—%€
_ %Zekx i_’zcekx+ %ekx_ %C"
el )
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Vi summerer na sammen de to integralene og far

I=1 21—1’<x 2 2x+2 2+21 2C”+C~
T T\ T T T T Tk
ekx
= =5 (kx? = 2kx +2 - 2k*x + 2k) + C
kx

e
= (k2(x — 1)x — 2k(x — 1) + 2) + C.

| utregningene over har visatt C = —%5 +C.

Husk at vi enkelt kan undersgke om vi har regnet riktig ved a derivere svaret og se om vi da ender
opp med integranden.

Me startar med & fglgja tommelfingerregelen (ii) pa side 334 i boka, og set U = sin™'(x) og
dV = dx. Da far me

f(sin_l(x))zdxzf Uz dv

=U2V—2f vudu
1

=x (Sin_l(x))2 - 2f x sin_l(x)\/l?x2 dx,

der me har brukt uttrykket for den deriverte av arcsin pa side 193 i boka. Igjen har me eit integral

med ein invers trigonometrisk funksjon i integranden, sa me gjentar prosedyren ved a setja U =
X

sin"!'(x) ogdV = ﬁdx. Ved a studera dV kan ein sja at dette er den deriverte av —v1 — x2.

Dette kan ein og visa ved & integrera dV med omsyn pa x og bruk av substitusjonen u = 1 — x2.
Dermed har ein

f sin™*(x) dx=f udv

x
V1 — x2
=UV—j Vdu
1
— oin—1 _ _ — — — -
=sin""(x)(—V1 — x? f( V1 xz)mdx
= —sin_l(x)m+ x + Cy.

Ved a kombinera dei fgregaande uttrykka far ein svaret

f (sin_l(x))2 dx =x (sin_l(x))2 -2 (— sinTt! (V1 —x2 +x + Co)

=x (sin_l(x))2 +2sin"'(x)V1—x2 —2x + C.

Vi ser at integranden er en rasjonal funksjon der nevneren er av hgyere orden enn telleren. Vi

bruker derfor delbrgkoppspalting. Telleren, 3x% + 8x — 3, har rgttene x = % og x = —3, slik at
vi kan skrive integranden som

X _ X . X
3x2+8x—3 3(x_§)(x+3) C Bx—1)(x+3)
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Vi sgker na a skrive dette pa formen

X _ A 4 B
GBx—1)(x+3) 3x—1 x+3

der A og B er konstanter. Vi multipliserer begge sider med felles faktor, og far at
x=Ax+3)+BBx—-1)=(A+3B)x+ (3A—B).
Vi ma altsa kreve at

A+3B=1, og
3A—B=0.

Den andre ligningen gir B = 34, som innsatt i den fgrste ligningen gir at
A+3-34=1 A !
. = = = —.
10
Dette gir igjen

Vi er na klare til 4 evaluere integralet,

X dx = 1 3 d
f Gx—D(x +3) x‘f <10(3x—1)+10(x+3)> x

1 J‘ dx 3 dx

0) 3x—1710) x+3

1 1 3
=E-§ln(3x—1)+ﬁln(x+3)+C

= 3—10 (InBx—-1)+9In(x+3))+C

dx
ax+b

. d 1
Her har vi brukt at = In(ax + b) = P slik at [

= ZIn(ax +b) + C.

Me antar at a # 0, i motsett tilfelle er svaret ganske enkelt
[
—dx = —— .
x4 3x3
Ved & bruka konjugatsetninga to gonger kan ein skriva integranden som

1 1 1

x*—a*  (x2 —a?)(x2 + a?) - (x—a)(x+ a)(x? +a?)’

Me gnsker no a delbrgksoppspalta integranden, og bruker teoremet pa side 345 i boka,

1 A B Cx+D
(x —a)(x+a)(x? + a?) T x-a +x+a +x2+a2
Alx +a)(x?* +a?) + B(x — 1)(x? + a?) + (Cx + D)(x%? — a?)
- (x —a)(x +a)(x?+a?)
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som impliserer
Alx+a)(x*+a®>) + B(x — 1)(x* + a?) + (Cx + D)(x* — a?) = 1.
Etter litt opprydding far ein at dette er ekvivalent med
(A+B+0O)x3+(@A-B)+D)x*+a?(A+B—-C)x+a*(a(A—-B)—D) =1.

Fra uttrykket ovanfor far ein da likningssystemet

A+B+C=0
a(A-B)+D=0
A+B-C=0

a*(A—B)—a?D =1

Ved & subtrahera tredje likning fra fgrste far ein at 2C = 0, altsd C = 0. Dette betyrat A+ B = 0.
Ved 3 gonga andre likning med a? og subtrahera denne fra siste likning far ein —2a?D = 1, alts
erD = ~3az Om ein i staden adderer uttrykka far ein 2a3(4 — B) = 1, og kombinert med

. _ 1 _ 1
A+ B = 0gjevdette A = a3 ogB =

1a3’
Dermed kan ein Igysa integralet pa fglgjande vis,

f dx _ 1J‘ dx 1f dx 1J’ dx

x*—a*  4a3 x—a 4a3 x+a 2a? x2 + a?
1 1

ln|x—a|——ln|x+a|—2—astan 1x) +C,

- 4q3 4q3

der ein har nytta resultata fra side 340 i boka til 3 evaluera dei tre integrala.

Me ser at integranden inneheld ein faktor p& forma Va2 — x2, s det er naturleg & bruka substi-
tusjonen x = asin(0), her med a = 3. Merk at den opphavelege integranden berre er definert
for =3 < x < 3, og me ma derfor velja eit passande definisjonsomrade [84, 6,] for den nye
variabelen 8. Omradet ma oppfylla at —3 < 3sin(f) < 3 for 8; < 6 < 6,. Dessutan ma kvar
verdi mellom —3 og 3 berre bli tatt ein gong av 3 sin(#), pa same mate som for x. Eit passande
definisjonsomrade for 8 kan derfor vera [—-m /2, /2].

Dermed far me
f dx _ f 3cos()db
xV9 — x2 3sin(6)+/9(1 — sin*(6))
lf cos(0)do
sin(0)+/1 — sin*(0)

3

%j csc(8)do

1
=3 In|csc(0) + cot(8)| + C.
For a skriva dette om til eit uttrykk som avhenger av x kan ein nytta Figur 6.1 pa side 347 i boka

V9—x2
til & fastsld at csc(0) = % og cot(0) = 9xx . Dermed har ein at svaret er

A Rl P e

1
= §(ln|x| —In|3++v9—-x2)+C.

X

J‘ dx 1 3 V9 —x2
x
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2
@ Me nyttar substitusjonen pa side 353 i boka, x = tan(6/2), som medfgrer cos(8) = %,
sin(0) = 2x ogdf = 2 dx Integralgrensene blir fglgjeleg x = tan(0) = 0 og x = tan(n/4) =

1+x2 1+x2°

1. Dermed far me

2dx

/4 do 1
— 1+x2
fo 1 + cos(8) + sin(0) fo (A+x2)+(1-x?)+2x

1+x2
:fl dx
o 1+x
=In(1 +x)|;
= In(2).

Vi gjenkjenner integralet som et uegentlig integral av type 1 (Definisjon 1, side 362 i laereboken).
Vi bestemmer fgrst det ubestemte integralet f x?%. Ved 3 gjgre substitusjonen u = In x, har vi

at du = %dx, slik at

dx du
f =| — =Inhu+C=In(lnx) +C.
xInx u
Vihar nd at
f°° dx _ R dx
= lim
e XInx R-ow ), xlnx

}%i_r)glo [In(InR) — In(Ine)]

= I%l_r)glo In(In R).

Siden lim In R = oo ma ogsa I%irglo In(In R) = oo, slik at integralet divergerer.

R—-o00

For a fastsla om integralet

f°° dx

2 VxIn(x)
konvergerer eller divergerer er det enklast om me kan estimera integranden med ein funksjon
som enkelt kan integrerast over [2,0). Merk at p& dette intervallet vil x > /x og % < =,

Vx
Dermed har ein
j‘x’ dx >f°° dx
» VxIn(x) = J, xlnx’
dx

der integralet til hggre kan Igysast ved substitusjonen u = In(x), du = P

. R dx . In(R) u .
I%I—I;Ic}ofz XIn@) = l%l_r}c}o fln(z) o - }%1_1)120 [In(In(R)) — In(In(2))] = co.

Sidan dette nedre estimatet divergerer vil det opphavelege integralet og divergera.



