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Lgsningsforslag

For a vise at f er en injektiv (one-to-one) funksjon, ser vi pa den deriverte,

(14+z)—a 1

f'(z) = (14 x)2 B (1+x)2

Vi ser at f'(z) > 0 for alle . Det vil si at f er monotont voksende og derfor injektiv.

Den inverse til f finner vi 4 la y = f~!(z). Da er

Yy
x = = —
f) Ty
og vi finner f~1(x) ved & lgse for y:
__Y_
1+y
(I+yz=y
z4+zy—y=0
ylr —1) = —x
B r oz
v= r—1 1—=z
Altsa er .
1 .

Vi ser at bade telleren og nevneren i f er definert for alle verdier av x € R, men at f har
en singularitet i x = —1. Derfor er domenet til f hele R utenom punktet —1. Dette kan vi
skrive slik:

D(f) =R\ {-1}.
Tilsvarende ser vi at

D(f) =R\ {1}.
Det folger na av egenskapene til inverse funksjoner (side 167 i boka) at verdimengdene
(range) til f og f~! er

R(f)=D(f7") =R\ {1},
R(f7) =D(f) =R\ {-1}.

322 hvis z <0,
£ 3 hvis z > 0.
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2 2
= (a:_%) = (3%/5) > 0 pa (0,00) kan vi konkludere

med at f er strengt voksende pa hele R. Dermed er f injektiv (en-til-en) og har en invers
funksjon, f~1.

2
3

Siden 322 > 0 pa (—o0,0) og =~

For & finne f~! merker vi oss forst at f(z) > 0 hvis og bare hvis 2 > 0, og f(z) < 0 hvis
og bare hvis # < 0. La oss forst kikke pa y > 0, og sette y = f~!(x). Da er

r=fy) =Yy = f_l(l‘):y:x?’nérxzo_
Videre ser vi pa tilfellet y < 0. Vi lar y = f~1(x) og finner at
r=fly)=y° = [flz)=y= Jrnirz<0.

Summa summarum far vi

23 hvisz > 0.

() = {\3/5 hvis z < 0,

Vi starter med a finne den deriverte til f,
f(x) = 62°.

Viser at f'(x) > 0 for alle x med f/(z) = 0 bare nar x = 0. Dette viser at f er injektiv og
at den har en invers.

Vi finner s& f~! ved 4 la y = f~!(z) og lgse for y,

r=fly)=1+2° = y= (x;1>3-

Det finnes na to mater a regne ut ( f *1)/ (x) pa, enten direkte eller via formelen side 169 i
leereboken. Hvis vi bruker formelen far vi at

wln

1 1 1 1 2 \3
(7 @ = 5 === (21) -
—(z -1\ % z—1\3 6 \z—1
PUZED 6 ((5h9)" o3
Alternativt, hvis vi deriverer f~! direkte ved hjelp av kjerneregelen for derivasjon, far vi

(f—l)’<x>=di(””;1);’=§(x§1)_§§:é(£1>g'

Vi forenkler uttrykket ved a bruke reglene for logaritmer, side 172 i boka.

log, (1 —cosz)+log, (14 cosz) —2log, sinx
=log, (1 — cosx)(1 + cosz)) — 2log, sinx
= log, (1 — cos®z) — 2log, sinx

= log, sin?

x —2log,sinz
= log, sin®z — log,, sin®z

=0.



TMA4100 Matematikk 1

Vi begynner med definisjonen pa log
a=blos e,
Denne ligningen opphgyer vi i log, x, og far
v — glogaw _ p(log, a)(log, z)
Til slutt tar vi log, til hele greia
log, = = log, <b(l°gb @)(log, x)) = (log a)(log, x).

Ser bra ut. Her star det jo at
_ logyx

1 = .
%a® log, a

@ Vi ser forst pa det forste leddet. Ved a bruke Teorem 3, punkt (i), side 178 i laereboken og

deretter at e og In er inverse av hverandre slik at e = x (se nederst side 177 i lsereboken),
far vi at

2
eZlncosx _ (elncosx> _ (COS$)2.

Pa det andre leddet bruker vi ogsa at e og In er inverse av hverandre, men na slik at
Ine® = x. Da far vi at

(lnesmm)2 = (sinx)?.
Hvis vi summerer de to leddene star igjen med

?lncose 4. (lneSi”)2 = (cosz)* 4 (sinz)? = 1.

Vi deriverer uttrykket ved gjentatt bruk av kjerneregelen for derivasjon. Husk at % Inz =
Le>0), AvE= gl (0> 0) 0g Lol = & (2 £0).

J
d
f’(a:):d—ln\x+vx2—a2]
x
1 d Y
|z + V2 — a?|
1 z 4+ Va? —a? d( 2 2)
= — (@ 2?2 —a
|z + Va2 — a?| |z + Va? — a?| dx
1 r+ Va2 —a? <1+ 1 d( 2 2)>
= —— (2" —a
|z + Va? — a?| |z + Va2 — a?| 222 — a? dx
1 2 _ g2
_ r+Vr?—a (1+12x).
|z + Va2 — a?| |z + Va2 — a?| 2v2? — a?
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Vi bruker s at |b]|b] = b? for et vilkarlig tall b. I vart tilfelle kan vi sette b = x + V22 — a2,
slik at vi far

dy  z++Va?2-a? <1+ T )
= 2
dz (x + Va2 — a2> @’

B 1""\/‘,,3296? B Vaz—a?+
r+vVa?—a?2  avVr?—a?+ 2% —a?
V2 —a’+ 1

V=@ (v+a?—a?) Vel a

— a?

https://wiki.math.ntnu.no/_media/tmad4100/1f_tma4100_2013h.pdf

@ For & regne ut den deriverte av utykket y = zV? er det fordelaktig & ta logaritmen av
begge sider forst. Gjor vi dette far vi

In (Jyl) = In (2¥7) = v (jz)).
Deriverer vi venstre side med hensyn pa z far vi

dy 1 dy 1 dy 1

sgn(y) = e = o,
( )dw\y! dzsgn(y)ly| dry

mens venstre side blir

sgn(2) _In(le]) V& _ In(le]) +2
(of) + VaELT = R 4 T =

! 1
——1In
2z
Dermed blir den deriverte
d 1 2 1 2
dy _ o) +2 _ sin(la) +2
dx 2\/x 2\/T
En av de store fordelene med & bruke notasjonen % er at vi sier hvilken variabel vi

deriverer med hensyn pa. Om vi gnsker & derivere med hensyn pa y istedenfor kan vi

. d . . .
skrive ay Deriverer vi begge sider av

In (|y|) = vl (|2[)

med hensyn pa y far vi pa venstresiden

sgn(y) 1
|yl y
og pa hgyresiden

de 1 dr ,sgn(z) drln(|z|) dryx dxln(jz|)+2
ay2m P VT T s Tay e ay 2E

Dermed blir

b1 2y
dy  yln(jz]) +2



