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1 Vi starter med å skrive om rekka,

(4𝑥 − 1)

𝑛
=

4 𝑥 −

𝑛
= 𝑎 𝑥 − ,

der 𝑎 =



. Vi gjenkjenner de e som en potensrekke med konvergenssentrum i 𝑥 = . For å

finne konvergensradiusen, 𝑅, ser vi på grensen

𝐿 = lim
→

𝑎

𝑎
= lim

→

శభ

( )శభ





= lim
→

4
𝑛

(𝑛 + 1)

= 4 lim
→

𝑛

(𝑛 + 1)(𝑛 + 1)

= 4 lim
→

1

𝑛 + 1

𝑛

𝑛 + 1

= 4 lim
→

1

𝑛 + 1
lim
→

𝑛

𝑛 + 1

= 4 ⋅ 0 ⋅ 1 = 0.

De e betyr at 𝑅 = ∞ (se side 529 i boka) og at rekken konvergerer for alle 𝑥.

2 Vi er gi rekka

𝑛 + 1

2
.

La oss istedenfor studere potensrekka

(𝑛 + 1)𝑥 = 𝑛𝑥 + 𝑥 .

Observer at ved å se e 𝑥 = er denne lik rekka gi i oppgaven.

Den andre summen i rekka er en geometrisk rekke, og vi vet at

𝑥 =
1

1 − 𝑥
, når |𝑥| < 1.
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La oss nå følge fremgangsmåten i eksemplene 4 og 6 i boka. Vi deriverer u rykket overmed hensyn

på 𝑥,

d

𝑑𝑥
𝑥 =

d

𝑑𝑥

1

1 − 𝑥

d

𝑑𝑥
1 + 𝑥 + 𝑥 + 𝑥 + … =

1

(1 − 𝑥)

1 + 2𝑥 + 3𝑥 + … =
1

(1 − 𝑥)

𝑛𝑥 =
1

(1 − 𝑥)
.

Vær oppmerksom på at denne ligningen også gjelder for |𝑥| < 1.

Legg så merke l at det første leddet i den første summen i potensrekka vår er null, slik at vi har at

𝑛𝑥 = 𝑛𝑥 = 𝑥 𝑛𝑥 =
𝑥

(1 − 𝑥)
.

I den siste likheten har vi brukt u rykket vi fant ved derivasjon ovenfor.

Vi har altså vist at

(𝑛 + 1)𝑥 =
𝑥

(1 − 𝑥)
+

1

1 − 𝑥
, når |𝑥| < 1.

Spesielt, for 𝑥 = , har vi vist at

𝑛 + 1

2
=

1 −

+
1

1 −
= 4.

3 Vi bruker den trigonometriske iden teten cos 𝑡 = og skriver om det oppgi e u rykket,

cos
𝑥

2
=

1 + cos 𝑥

2
.

Vi bruker så Maclaurin-rekka l cos 𝑥,

cos 𝑥 =
(−1)

(2𝑛)!
𝑥 = 1 −

𝑥

2!
+
𝑥

4!
−
𝑥

6!
+ … .

Ved å se e denne inn i u rykket over får vi at

cos
𝑥

2
=

1 + cos 𝑥

2
=

2 −
మ

!
+

ర

!
−

ల

!
+…

2

= 1 +
1

2

(−1)

(2𝑛)!
𝑥 .

Siden Maclaurin-rekka l cos 𝑥 er gyldig for alle 𝑥, er også denne det.
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4 Vi skal finne Maclaurin-rekka l funksjonen

𝐿(𝑥) = cos(𝑡 ) d𝑡.

Vi bruker den kjente rekka l cos 𝑥,

cos 𝑥 =
(−1)

(2𝑛)!
𝑥 .

Ved å bruke subs tusjonen 𝑥 = 𝑡 , finner vi at

cos(𝑡 ) =
(−1)

(2𝑛)!
𝑡 = 1 −

𝑡

2!
+
𝑡

4!
−
𝑡

6!
+ … .

Vi kan nå finne Maclaurin-rekka l 𝐿(𝑥) ved å integrere opp denne ledd for ledd,

𝐿(𝑥) = 1 −
𝑡

2!
+
𝑡

4!
−
𝑡

6!
+ … d𝑡

= 𝑥 −
𝑥

5 ⋅ 2!
+

𝑥

9 ⋅ 4!
−

𝑥

13 ⋅ 6!

=
(−1)

(4𝑛 + 1)(2𝑛)!
𝑥 .

Siden Maclaurin-rekka l cos 𝑥 er gyldig for alle 𝑥, er denne også det.

5 Med 𝑥 = 0, 5 har vi fra forrige oppgave at

𝐿(0, 5) =
(−1)

(4𝑛 + 1)(2𝑛)! 2
.

De e er en alternerende rekke. Videre ser vi at |𝑎 | er avtagende, slik at |𝑎 | ≤ |𝑎 | for alle

𝑛 ≥ 0, og at lim → 𝑎 = 0. Altså vet vi fra den alternerende rekke–testen at denne rekka

konvergerer. Dersom vi lar 𝑠 være summen av alle ledd opp l 𝑛 = 𝑁,

𝑠 =
(−1)

(4𝑛 + 1)(2𝑛)! 2
,

vet vi at feilen er begrenset av absolu verdien l det neste leddet. Det vil si at

|𝐿(0, 5) − 𝑠 | ≤ |𝑎 | =
1

(4𝑁 + 5)(2𝑁 + 2)! 2
.

Vi ønsker å finne 𝐿(0, 5)med tre desimalers nøyak ghet. De e er oppfylt når

1

(4𝑁 + 5)(2𝑁 + 2)! 2
< 0, 0005.

Ved å se e inn for ulike verdier av 𝑁, ser vi at denne ulikheten holder for 𝑁 ≥ 1. Det betyr at vi

kun trenger å ta med to ledd. Altså er

𝐿(0, 5) ≈
(−1)

(4𝑛 + 1)(2𝑛)! 2
=

1

2
−

1

5 ⋅ 2 ⋅ 2
=

1

2
−

1

320
≈ 0, 497

med tre desimalers nøyak ghet.
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6 Vi skal evaluere grensen

lim
→

(e − 1 − 𝑥)

𝑥 − ln(1 + 𝑥 )

Observer at de e er et u rykk på ubestemt form [0/0]. Vi starter med å skrive om telleren ved å

bruke Maclaurin-rekka l e ,

e =
𝑥

𝑛!
= 1 + 𝑥 +

𝑥

2
+
𝑥

6
+ … .

Denne gjelder for alle 𝑥, og telleren kan nå u rykkes som

(e − 1 − 𝑥) =
𝑥

2
+
𝑥

6
+ … =

𝑥

4
+ 𝒪(𝑥 ).

I den siste likheten har vi brukt at det eneste leddet med polynomgrad mindre enn 5 som frem-

kommer ved å kvadrere u rykket i parantesen er
ర

. Alle andre ledd inngår i leddet 𝒪(𝑥 ).

For å forenkle nevneren, finner vi først Maclaurin-rekka l ln(1 + 𝑥 ). Vi vet at

ln(1 + 𝑦) =
(−1)

𝑛
𝑦 , for − 1 < 𝑦 ≤ 1.

Ved å la 𝑦 = 𝑥 får vi at

ln(1 + 𝑥 ) =
(−1)

𝑛
𝑥 = 𝑥 −

𝑥

2
+
𝑥

3
−
𝑥

4
+ … .

Denne gjelder for −1 < 𝑥 ≤ 1 eller ekvivalent for |𝑥| ≤ 1. Nevneren kan nå skrives som

𝑥 − ln(1 + 𝑥 ) =
𝑥

2
−
𝑥

3
+
𝑥

4
− … =

𝑥

2
+ 𝒪(𝑥 ).

Vi er nå klare for å evaluere grensen,

lim
→

(e − 1 − 𝑥)

𝑥 − ln(1 + 𝑥 )
= lim

→

ర

+ 𝒪(𝑥 )

ర

+ 𝒪(𝑥 )
= lim

→

1 + 𝒪(𝑥)

2 + 𝒪(𝑥 )
=

1

2
.

7 Vi er gi rekka

𝑎 , 𝑎 =
𝑛

(1 + 2 )(1 + 𝑛√𝑛)
.

Ved å skrive ut nevneren kan vi vise at

𝑎 =
𝑛

1 + 2 + 𝑛√𝑛 + 𝑛√𝑛2
≤

𝑛

𝑛√𝑛2
=

√𝑛

2
= 𝑏 .
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Det følger nå av sammenligningstesten at rekka ∑ 𝑎 konvergerer dersom ∑ 𝑏 gjør det.

For å vise at ∑ 𝑏 konvergerer kan vi bruke forholdstesten. Vi vet at 𝑏 > 0 for alle 𝑛. Videre

er

lim
→

𝑏

𝑏
=

√
శభ

√


= lim
→

1

2

𝑛 + 1

𝑛
=

1

2
.

Det følger derfor av forholdstesten at∑ 𝑏 konvergerer. Det betyr at∑ 𝑎 også konvergerer.

8 Vi er gi rekka

𝑎 , 𝑎 =
(5 − 2𝑥)

𝑛

Legg først merke l at dersom vi velger |5 − 2𝑥| > 1 divergerer rekka fordi 𝑎 ikke konvergerer

mot null. Området |5 − 2𝑥| > 1 er ekvivalent med at 𝑥 < 2 eller 𝑥 > 3.

Vi sjekker så for absolu konvergens ved å se på leddene

|𝑎 | =
|5 − 2𝑥|

𝑛
.

Vi kan vise at

lim
→

|𝑎 |

|𝑎 |
= lim

→

| |శభ

| |
= lim

→
|5 − 2𝑥|

𝑛

𝑛 + 1
= |5 − 2𝑥|.

Det følger av forholdstesten at rekka er absolu konvergent når 0 ≤ |5−2𝑥| < 1 eller ekvivalent

når 2 < 𝑥 < 3. Vi vet at absolu konvergens impliserer konvergens. Derfor kan vi konkluderemed

at rekka er konvergent for alle 𝑥 ∈ (2, 3).

Endepunktene 𝑥 = 2 og 𝑥 = 3må vi sjekke spesielt. For 𝑥 = 2 har vi at 𝑎 = . Denne rekka er

som kjent divergent.

For 𝑥 = 3 har vi at 𝑎 =
( )

. De e er en alternerende rekke der

|𝑎 | =
1

𝑛 + 1
≤

1

𝑛
= |𝑎 |

og der lim → 𝑎 = 0. Det følger av den alternerende rekke–testen at rekka konvergerer. Derimot

er |𝑎 | = , slik at rekka ikke er absolu konvergent.

Oppsummert har vi at rekka er

• Divergent for 𝑥 ≤ 2 eller 𝑥 > 3.

• Absolu konvergent for 𝑥 ∈ (2, 3).

• Be nget konvergent for 𝑥 = 3.

9 Vi er gi rekka

(−1) 𝜋

(2𝑛 − 1)!
.
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La oss heller studere potensrekka

𝑆(𝑥) =
(−1) 𝑥

(2𝑛 − 1)!
.

Vi ser at ved å se e 𝑥 = 𝜋 får vi den opprinnelige rekka. Vi ønsker nå å kunne gjenkjenne denne

rekka som en kjent Maclaurin-rekke. Vi vet at Maclaurin-rekka l sin 𝑥 er

(−1) 𝑥

(2𝑛 + 1)!
.

Denne ligner l en viss grad på vår rekke. La oss starte med å gjøre et variabelski e 𝑚 = 𝑛 − 1,

slik at

𝑆(𝑥) =
(−1) 𝑥

(2𝑚 + 1)!

Nå er nevneren lik. La oss så bruke at (−1) = (−1)(−1) og at 𝑥 = 𝑥 𝑥 . Da har

vi at

𝑆(𝑥) =
(−1)(−1) 𝑥 𝑥

(2𝑚 + 1)!
= (−𝑥 )

(−1) 𝑥

(2𝑚 + 1)!
.

Nå er også telleren i summen lik. Den eneste forskjellen er nå startpunktet for summen. Husk at

generelt gjelder det at

𝑏 = 𝑏 − 𝑏 .

Det første leddet i summen vår er 𝑥, slik at

𝑆(𝑥) = (−𝑥 )
(−1) 𝑥

(2𝑚 + 1)!
− 𝑥 .

Vi kan nå se e inn for Maclaurin-rekka l sin 𝑥. Det gir at

𝑆(𝑥) = (−𝑥 ) (sin 𝑥 − 𝑥) =
𝑥 − sin 𝑥

𝑥
.

Innsa 𝑥 = 𝜋 har vi at

(−1) 𝜋

(2𝑛 − 1)!
= 𝑆(𝜋) =

𝜋 − sin 𝜋

𝜋
=

1

𝜋
.


