TMA4100 Matematikk 1

Anbefalte oppgaver uke 42

Hgsten 2017

Lgsningsforslag

Vi bruker Taylor-polynom til 3 Igse denne oppgaven. Taylor-polynomet (Maclaurin-polynomet) til
sinx om x = 0 er gitt som (side 278 i laereboken)
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Denne oppgaven kan ogsa lgses ved hjelp av I’'Hbpitals regel, men denne ma da anvendes tre gan-
ger.

Me vil linearisera f (x) = V3 + x? om x = 1, altsa vil me finna
L(x) = f(a) + fl(a)(x — a),
for a = 1. Me deriverer og finn

1 X
’ = 2 = .
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Ved innsetting i uttrykket for L finn me da

L@ =2+ s-1) =242

Me vil linearisera f (x) = 1/y/x om x = 4, altsa vil me finna

L(x) = f(a) + f'(@)(x — a),
for a = 4. Me deriverer og finn
1
f'ex) = =572 (2)
Ved innsetting i uttrykket for L finn me da

1 1 X 3
L(x):E_l_6(x_4):_1_6+Z.
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Lineariseringen av en funksjon f om et punkt a er gitt ved (Definisjon 8, side 267 i leereboken)

L(x) = f(&) + f' (@) (x — ).
| vart tilfelle er f(x) = cos(2x) oga = g Dessuten har vi at

f'(x) = —2sin(2x).
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Dette gir oss
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Taylorpolynomet av grad 3 til f(x) rundt punktet x = a er gitt ved
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P3(x) = f(@) + f'(@(x —a) +

Na er f(x) = cosx, og a = /4, sa vifar

paey=eos(3)-n (2) (e 1) - 21 (e 2Dy
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@ Vi starter med & regne ut de tre fgrste deriverte til f(x) = 1/x = xz,
! 1 _l
o= 3272,
n 1 _E
= —— 2
160 = =757,
f///(x) — %x—;

Vi bruker sa definisjonen av et andreordens Taylor polynom for f rundt x = a (side 273 i leerebo-
ken), og regner ut P,(x) med a = 64,

f"(64)
2

Py(x) = f(64) + f'(64)(x — 64) + (x — 64)2
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Vi finner sa en approksimasjon til V61 ved sette inn x = 61,
v6l =~ P,(61) =8+ 3 5 ~ 7,810302734
~P2(61) =8+ 97~ 4006 ~ 7 '
Fra Taylors teorem (side 275 i laereboken), vet vi at feilen er gitt som (n = 2)

flll (S)

— 64)3,
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Ey(x) =

for en s mellom a og x. Vi gnsker a finne en gvre grense for feilen, det vil si at vi ma finne den

5
verdien av s som gjor f" (s) stgrst. Vi vet at [ (x) = Zx_E er synkende pa intervallet [61, 64],
slik at

3 5
m _ f£m — 15
5y 70 = 76D = go17%

Dette betyr at vi kan finne en gvre grense pa feilen,

f"l(61)
6

(x — 64)3| = f’"(661) |x — 64|3.

|E2 ()| <
For x = 61 far vi at
3 5
|E,(61)] < ﬁ61_5|61 — 64|3 ~ 0,000058066.

Det minste intervallet som vi med sikkerhet kan si inneholder V61 er derfor
(P,(61) — 0,000058066, P,(61) + 0,000058066) = (7,810244668,7,810360800).
Fra kalkulatoren vet vi selvsagt at
V61 ~ 7,810249676

med ni desimalers ngyaktighet. Vi ser at dette er innenfor intervallet.

Taylors formel av grad 6 for f(x) rundtx = a er

f"(@) f" (@)
> (x —a)® + —

fO=f@+f(@x-a)+ (x—a)*+..
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der s ligger mellom x og a. Siden
(=1)"n!
d n+1 Inx = xn+1

oga =1, farvi

Inx = 1 ! 12+1 1)3 ! 14+1 1)5 ! 16+1 1)7
nr=@E-D-s@-1D2+ @ -D - - D s - DS - 2= DO+ (- 1),
der s ligger mellom 1 og x. Lagrange-resten er

1
En(X) = ﬁ(x - 1)7
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Vilar f(x) = sin? x. Taylor-polynomet av grad 4 til f omx = 0 ergitt som

"o ® (0
P,(x) = f(0) + f'(0)x + %xz + 4 %x‘*.
Vi finner fgrst de deriverte til f,
f(x) = sin’x, f(0) =0,
f'(x) = 2sinx cosx = sin 2x, f'(0)=0,
f"(x) = 2 cos 2x, "(0) =2,
f®(x) = —4sin 2x, 3 0) =0,
f®(x) = —8cos 2x, f®(0) = -8.
Ved innsetting finner vi
Py(x) = —=x% — —x* =x? — 1x4
T 417 37



