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Hgsten 2017

Lasningsforslag

Gitt en funksjon f(x), vet vi at vi kan approksimere arealet, 4, begrenset avy = 0, kurven y =

f(x), x = aogx = b som en sum av n rektangler med bredde Ax = ? og hgyde f(x;), der
x;=a+iAxogi=1,..,n,

A= Zn: Axf(x;).
i=1

Se figurene side 297 i boka for en illustrasjon. Vi gnsker derfor & skrive om var sum pa en slik form,

Meda=00gb=1harviAx=%ogxi=i slik at

nl

Ved sammenligning med summen gverst i denne oppgaven, ser vi at var sum er en approksimasjon
til arealet begrensetavy =0,y =2+ 3x,x = 0 ogx = 1. Sideny = 2 + 3x er en rett linje, er
dette omradet et trapes med hgyde 1 og sidekanter 2 og 5, og med areal,

A_2+5 7
) 2

Ved a lan — oo vil summen S,, gad mot dette arealet. Altsa er

lim Sn = E

n—oo

Vi er gitt funksjonen f(x) = 1 — x. Vi deler intervallet [0, 2] inn i n like store underintervall
[xi—1,x:], 1 = 0,1, ...,n, med stgrrelse Ax = %, og der x; = iAx = % Mengden av punkter
{xg,x1, ..., X} €r nd en partisjon, B,, av intervallet [0, 2]. Siden f(x) er en synkende funksjon for
alle x, har vi at minimum av f pa intervallet [x;_q,x;] er l; = x;, og tilsvarende at maksimum
pa intervallet [x;_q, x;] er u; = x;_,. Den nedre Riemann-summen for f og P, er na gitt ved (se
Definisjon 2 side 300 i boka)

N < 2 2¢
LR = ) fWhx =) flp == (1-x)
i=1 i=1 i=1
n n n
2 2 20 4
n 4 ndan n2 ¢
=1 =1 i=1
4 nn+1) 2n*+2n 2
n? 2 - 2 n
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Her har vi blant annet brukt summeringsreglene (a) og (b) i Teorem 1, side 291 i boka. P3 tilsva-
rende mate kan vi finne et uttrykk for den gvre Riemann-summen,

n n n
2 2
UGB = D f@dde = D fl)= == > (1= %)
i=1 i=1 i=1
n n n
_221 222(1’—1)_2 42_ 1
T N N 4 n - n2 ¢ O
i=1 =1 =1
~ 4i,+42":1_2 4 nm+1) 4
- n2 Pz , B n2 2 n
=1 =1
2n’+2n 4 2 4
=2- " t-=——t-=~—
n n n

Vi ser at
lim L(f,P,) = lim U(f,PB,) = 0.
n—oo

n—oo

Dette betyr at
2
f (1 —-x)dx =0.
0

Kommentar: Hvorfor impliserer lim,,_,o, L(f, P,) = lim,_,o, U(f, P,) = L at integralet eksisterer?

Fra definisjonen pa et bestemt integral (Definisjon 3, side 302 i boka) har vi at f er integrerbar pd
[a, b] dersom det bare finnes et tall I slik at for alle partisjoner P av [a, b], sa har vi at

L(f,P) <1< U(f,P). (1)

Vi ma altsa vise at denne betingelsen gjelder. La P vaere en vilkarlig partisjon av [a, b]. Vi kan da
finne en uniform partisjon P,,- som er like fin eller finere enn P ved 3 velge n* stor nok. Da vet i at

L(f,Py) = L(f, P).
Dette gjelder ogsa i grensen n — oo, slik at
lim L(f, P,) = L(f, P).
Siden P er vilkarlig, vil denne ulikheten gjelde for alle P. Tilsvarende kan vi vise at
lim U(F,B) < U(F,P),
for alle P. Ved a sette sammen disse ulikhetene har vi at
L(f,P) < lim L(f,P) = L = lim U(f,P,) < U(f, P),

for alle P. Siden betingelsen (1) skal gjelde for alle partisjoner P, ogsa B, for alle n, ma vi kreve at
I = L for at den skal veere tilfredsstilt. Ingen andre valg av I vil oppfylle (1). Vi har altsa vist at f er
integrerbar pa [a, b] med

fbf(x)dx =1L

narlim,_,. L(f, B,) = lim,_, U(f,P,) = L.



TMA4100 Matematikk 1

| denne oppgaven bruker vi spesielt linearitet i det bestemte integralet og additivitet av integra-
sjonsintervaller (se punktene (c) og (d) i Teorem 3 side 106 i boka), henholdsvis

b b
f Af(x)dx=A f f(x)dx, foralle konstanter 4,
°8 b c c
d dx = dx.
| reacs | raode= | reods

Vi starter med a dele opp hvert ledd i integraler over intervallene [0, 1], [1, 2] og [2, 3],

2 2 1 2
j 3f(x)dx = 3j fx)dx = 3f f(x) dx+3f f(x)dx,
0 0 0 1
3 3 2 3
f 3f(x)dx = 3f f)dx = 3[ Ji€9) dx+3f f(x)dx,
1 1 1 2
3 3 1 2 3
— 2f(x)dx = -2 x)dx = -2 x)dx — 2 x)dx — 2 x) dx,
qu Lﬂ) Lﬂ) Lﬂ) Lﬂ)

2 2
—f 2f(x)dx = —Zf f(x)dx.
1 1
Hvis vi summerer alle bidragene til intervallene over [0, 1] star vi igjen med
1 1 1
3f f(x)dx — 2_[ f(x)dx = f f(x)dx.
0 0 0

For intervallet [1, 2] star vi igjen med

SLZf(x)dx+3[13f(x)dx—Zflzf(x)dx—Zflzf(x)dx=sz(x)dx.

Til slutt, for intervallet [2, 3] star vi igjen med

SJ:f(x)dx—ZJ:f(x)dx:f:f(x)dx.

Dersom vi na summerer alle disse leddene star vi igjen med

1 2 3 3
f f(x) dx+f f(x) dx+f f(x)dx =f f(x)dx.
0 1 2 0
Uttrykket i oppgaven kan altsa forenkles til integralet av f(x) over intervallet [0, 3].

Vi skal finne gjennomsnittsverdien til f over [—2, 2]. Den er gitt som (se Definisjon 4 side 309 i

boka)
) 2

— 1 2 _1 3x
f_2—(—2)j_2f(x)dx_Zf_2e dx.

Vivet at F(x) = §e3x er den antideriverte til f(x) siden F'(x) = e3* = f(x). Fra analysens
fundamentalteorem (The Fundamental Theorem of Calculus, side 311 i boka) fglger det at

2
f= 1 f i e dx = %(F(Z) — F(=2))

)
11, 1
— 2| Zpb6 _ Za—6
4<3e 3° >

1 1
= — 6 _ o 6) = "g ~
=35 (e —e7) £ sinh(6) ~ 33,619.
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Vi bruker substitusjon, og lar u = x3. Da har vi at du = 3x? dx. Innsatt i integralet far vi n3 at

1_f xzd_f 3x? d_lf du
) 2+ T ) 32+ T3] v

Vi ser nd at u = x3 var et godt valg fordi vi star igjen med en enklere integrand som kun er avhen-
. .. . . 1 . . . i -1 l

gig av u. Vi gjenkjenner integranden, T7z SOm den antideriverte ftil NG tan (ﬁ) (se punkt 16

gverst side 318 i boka). Altsa har vi at

1f du 1 1t (U +C
3) 2+ "3z 0\ 2T
Vi setter sa inn igjen for u, og far at
I ! 1t ‘1<x3>+c \/Et (V2 +C
= —.—tan — = —tan .
3 V2 V2 6 2

Husk at vi enkelt kan undersgke om vi har regnet riktig ved a derivere svaret og se om vi da ender
opp med integranden.

x
x2+16

@ Me ser at funksjonen y = er ikkje-negativ for x € [0, 2]. Dermed kan me finna arealet A til

omradet avgrensa avy =
med omsyn pa x fra 0 til 2,

= 0,x = 0 og x = 2 ved a integrera den f@grste avgrensinga

A j Xy
= ——dx.
o X2+16
Dette integralet kan Igysast ved hjelp av substitusjonen u = x? + 16, som gjev du = 2xdx.
Dermed far me svaret

x2+16’ y

2 x p
_fo 2+16°"

1 (%91
== —d
me u u

Vi skisserer fgrst kurvene og finner omradet vi skal finne arealet av:

y
| | y = 1
l l y = sin® x
l l x
-m/2 /2
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og y = sin®x, se det skraverte feltet i

Vi er altsa ute etter arealet, A, mellom kurvene y
= Daer

figuren over. Disse kurvene skjeerer hverandre i x

=1
Y
+2

/2 /2
A=f (l—sinzx)dx=2.[ (1—sin2x)dx=2f

/2 /2
dx — f sin® x dx.
—-1/2 0 0 0

Vi har her brukt at 1 — sin? x er en like funksjon slik at integralet over intervallet [—%, g] er lik to
ganger intergralet over intervallet [O, g] Videre gjenkjenner vi det fgrste integralet som arealet av
rektangelet gitt av linjeney =0,y =1, x = —g ogx = g, mens det andre integralet er arealet

2

. s T . .
under kurven y = sin“ x mellom x = -5 08X = . Det fgrste integralet kan vi enkelt evaluere,

mens for det andre bruker vi at sin® x = %(1 — cos 2x) og at [ cos2x = % sin2x + C.

- J (1 — cos2x) dx
0

/2

(T 0 1 5
= (E— )- X—ESII’IX
0
T

https://wiki.math.ntnu.no/_media/tma4100/eksamen/1f_tma4100_2014h.pdf



