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For a vise at f er en injektiv (one-to-one) funksjon, ser vi pa den deriverte,

oo A+x)—x 1
P =597 =T+

Viser at f'(x) > 0 for alle x. Det vil si at f er monotont voksende og derfor injektiv.

Den inverse til f finnervidlay = f~1(x). Daer

_ _ Y
x=f0) =155
og vi finner f~1(x) ved & Igse for y:
X = L
1+y
(1+y)x=y
x+xy—y=0
yx—1)=—x
_ x X
YTy 1T 11—«
Altsa er ) = X
T 1-x
Vi ser at bade telleren og nevneren i f er definert for alle verdier av x € R, men at f har en
singularitet i x = —1. Derfor er domenet til f hele R utenom punktet —1. Dette kan vi skrive slik:
D(f) = R\ {-1}.

Tilsvarende ser vi at

D(f™H) =R\ {1}.
Det fglger na av egenskapene til inverse funksjoner (side 167 i boka) at verdimengdene (range) til

fogf~ter

R(f) =D~ =R\ {1},
R =D() =R\ {-1}

Vi starter med & derivere f (for x # 0):

3x% hvisx <0,

fw =12

~— hvisx > 0.
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Siden 3x%2 > 0 pd (—0,0)0gx 3 = (x_E) = (%) > 0 pa (0, o) kan vi konkludere med at
f er strengt voksende p& hele R. Dermed er f injektiv (en-til-en) og har en invers funksjon, f 1.

For & finne f~1 merker vi oss fgrst at f(x) = 0 hvis og bare hvis x > 0, og f(x) < 0 hvis og bare
hvis x < 0. La oss fgrst kikke pd y > 0, og sette y = f~1(x). Daer

x=fM =3y = [fl)=y=x*nrx=0.
Videre ser vi pé tilfellet y < 0. Vilar y = f~1(x) og finner at
x=f=y> = flx)=y=Vrnirx<0.

Summa summarum far vi
Yx hvisx <0,

x3  hvisx > 0.

f7) =

Vi starter med a finne den deriverte til f,
f'(x) = 6x2.

Viser at f'(x) = 0 for alle x med f'(x) = 0 bare nar x = 0. Dette viser at f er injektiv og at den
har en invers.

Vifinnersd f~lved&lay = f~1(x) og Igse for y,

x—1)\3
x=fy)=1+2y> = y=< 5 >

!
Det finnes na to mater a regne ut (f‘l) (x) p3, enten direkte eller via formelen side 169 i leere-
boken. Hvis vi bruker formelen far vi at

2

1 1 1 1( 2 )
r(f-1 - N2 2 T — '
HGIE) 6( - 5) s ST

(%)

Alternativt, hvis vi deriverer f~1 direkte ved hjelp av kjerneregelen for derivasjon, far vi
L _2 2
(_1), _d fx—1\s 1/ x—-1\31 1 2 \3
) =g\—=2) =3\ 2 " 6\x—1) -

Vi forenkler uttrykket ved & bruke reglene for logaritmer, side 172 i boka.

F Y @)=

log (1 —cosx) +log (1+ cosx)—2log_sinx
=log_((1—cosx)(1+ cosx)) —2log_sinx
= log (1 — cos®* x) — 2log_sinx

= log sin?

x —2log_sinx
= log_ sin® x — log sin x

=0.



TMA4100 Matematikk 1

Vi begynner med definisjonen pa log
a= b8,

Denne ligningen opphgyer viilog, x, og far
x = alogax — b(logb a)(logax)_
Til slutt tar vi log, til hele greia
log, x = log, (pUos, Mog, 1)) = (log, a)(log, x).

Ser bra ut. Her star det jo at
log, x

1 = .
O8a ¥ log, a

@ Vi ser fgrst pa det fgrste leddet. Ved a bruke Teorem 3, punkt (i), side 178 i leereboken og deretter
at e og In er inverse av hverandre slik at e!™* = x (se nederst side 177 i leereboken), far vi at

e2lncosx — (elnCOSJC)2 = (cos x)z.

P& det andre leddet bruker vi ogsa at e og In er inverse av hverandre, men na slik at Ine* = x. Da
far vi at 5
(Inesin*)” = (sinx)2.

Hvis vi summerer de to leddene star igjen med

N2
e2Incosx 4 (1nesin¥)” = (cosx)? + (sinx)? = 1.

Vi deriverer uttrykket ved gjentatt bruk av kjerneregelen for derivasjon. Husk at d—i Inx = % (x>

d 1 d
0), ZoVE = 5= (x > 0) 0g |x| = = (x # 0).

f’(x)=d—(iln|x+\/x2—a2|
1 d

L ARy
B 1 x+VxZ—a? d
T x+VaZ—a?| |x + Va2 — aZ| dx
_ 1 x+Vx2 —a? <1+ 1 i(xz— 2))

Ix + Va2 — a?| |x + Va2 — a?| 2Vx2 —qZ dx
_ 1 x+VxZ—a? (1+ 1 2x>

Ix +VxZ = a?| |x + Vx2 — a?| 2xt—a? )

x++Vx2%—a?
( )




TMA4100 Matematikk 1

Vi bruker s& at |b||b| = b? for et vilkarlig tall b. | vart tilfelle kan vi sette b = x + Vx2 — a?, slik at
vi far

dy X +Vx? —a? X
= = 1+ ——
x

= > -
dx (x+\/x2—a2) —-a
X
It mm i -+
x+vVx2—a?2 xVx%—a?+ x%—q?
Vx2 —a? +x 1

_m(x+m) xZ—a?

https://wiki.math.ntnu.no/_media/tma4100/1f_tma4100_2013h.pdf



