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9.3.30| Me vil finna det minste intervallet som me kan vera sikker pa at summen

=1
=2 ey

k=1

ligg i. Om ein skriv den n-te delsummen som s, = Y p_; 1/(k? + 4) har ein ifglgje
boka side 513 at summen ma liggja i intervallet (s, + Ani1, s, + Ap], der A, =
[°1/(z* +4) dz. Me finn at

*  dx
An—/n 2+

. B dy
= lim 5
R—oo J,, @ +4
i v (3
= lim —arctan | —
R—o00 2 2

T 1 ¢ (n)
= — — —arctan | —
1 2aca 5)

n

og dermed har me at

c +7r 1 ‘ n—+1 +7r 1 ‘ (n)
— — —arctan — — —arctan | = )| .
s Sn 1 2aca 5 ) Sn 1 2aca 5

Om me no vel midtpunktet pa dette intervallet, sj, til & tilnserma s har me feilesti-

matet 4 4 ) )
|s — 5| < %n“ =1 (arctan <n—2k> — arctan (Z)) .

Ved innsetjing av ulike verdiar for n i uttrykket ovanfor og litt prgving og feiling finn
ein at for n = 22 er |s — s};| < 0.00098, altsa treng ein minst 22 ledd i delsummen for
at feilen skal vera mindre enn 0.001.

9.3.32| Me vil finna ein gvre skranke for feilen s — s,,, der

n

= 1 1
P SYcry e DYy

1 k=1

Dette minner om Example 7, side 518 i boka s& me vil prgva same framgangsmaéte
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her. Me ser at

S — 8Sp = =
" W, @h=1DN 2n+ 1) (204 3)! 0 (204 5)!

1 1 1
(2n+1)!< EETCERCCE )
1
T rDRmE D122 +2) +1) )

1 ] 1 1
S @nr) ( TenrE temr)t T > !

der me har brukt at 2(n+1) < 2(n+1)+1 < 2(n+2) < .... Me har no ein geometrisk
sum inni parantesen og dermed kan me estimera feilen med

1 1 1 4(n +1)>

0<s—s,< = :
T (2n+1)!1—m Cn+1)4(n+1)2 -1

Me prgver oss fram med & setja inn for n i uttrykket til hggre, og finn at for n = 2
er s — s, < 3/350 ~ 0.009 > 0.001, medan for n =3 er s — s, < 4/19845 ~ 0.0002 <
0.001. Altsé treng ein berre tre ledd for at feilen skal vera mindre enn 0.001. Dette
er ein konsekvens av at n! veks sdpass raskt, og ein ser at det neste leddet i rekkja,
1/7! = 1/5040, allereie er mykje mindre enn 0.001.

9.3.36 | Me vil forst visa at rekkja

o0

1
Z; nlnn(lnlnn)?

konvergerer viss og berre viss p > 1. Det er da nok & sja pa restleddet til den endelege
delsummen opp til M, som me kan estimera med eit integral pa folgjande vis,

i 1</Oodx )
n:MHnlnn(lnlnn)p v rhnz(nlnz)p

Lat oss i integralet gjera substitusjonen v = Inx, dv = dz/x:

/°° dx _/°° du
v zhnz(Inlnz)?  f, 0 v(lnov)P’

Her kan me igjen bruka ein In-substitusjon, u = Inv, du = dv/v, og me far

ma V()P fya v

Dette hadde ein 0g komme fram til om ein direkte hadde gjort substitusjonen u =
Inlnz, du = dx/(xInx). Integralet til hggre kjenner me att som eit p-integral fra
side 364 i boka som me veit at konvergerer berre for p > 1.

No vil me generalisera dette resultatet for rekkjer pa forma
= 1

nZN n(lnn)(Inlnn)...(In; n)(In;4q n)?’
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der Injn = Inln...Inn. Igjen ser me péa estimatet
—_—

j In-ar

- 1 > dz
n%—&-l n(Inn)(Inlnn)...(In; n)(Inj4q n)P < /M z(lnz)(Inlnz)...(In; 2)(Inj4q z)P’
(2)

I forre tilfelle sig me at det fungerte & gjera substitusjonen u = Inln x, s& me prgver
pa same vis her med a setja u = In;jy1 x. Ved a derivera u far me gjennom gjentatt
bruk av kjerneregelen at

du 1 1 11

dr  Injzln_iz lnzz’

og dermed far ein

v z(lnz)(Inlnz)...(In; z)(Inj4 )P 1 M UP

som er ngyaktig same situasjon som tidlegare.

Me skal avgjera om rekkja
o] 00 2\ o]
(=1) ((=1)?) 1
D D D D D
n=1 n=1 n=1

er konvergerer eller divergerer. Me ser at rekkja er geometrisk med sum

2n

[ee] [e.e]

1 1 1
Zynz g l=r—1-1=1
n=1 n=0 2

Her ser me at alle ledd i rekkja er positive, sa rekkja konvergerer 6g absolutt.

Me skal avgjera om rekkja
n!

n=1

konvergerer eller divergerer. Sidan absolutt konvergens impliserer konvergens er det
naturleg a starta med a sja pa rekkja

S _9n
3 (nl)

n=1

OOQTL

n!’
n=1

Me bruker forholdstesten og finn at

27 /n! n

og dermed har ein at rekkja er absolutt konvergent.
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9.4.10| Vi er gitt rekken

= 100 cos(n)
S an. = 08
= 2n+3

Legg merke til at

1, for n like,
—1, for n odde.

cos(nm) = {

Vi har altsd en alternerende rekke. Derfor prgver vi med den alternerende rekke—
testen (The alternating series test, side 522 i boka). Vi har at

100 cos((n + 1)) 100
|an+l| - - )
2(n+1)+3 2n +5
] 100 cos(n) 100
an| = = .
" 2n + 3 2n+ 3

Altsa er |ap41| < |ay| for alle n. Det vil si at leddene er synkende i stgrrelse (absolutt
verdi). I grensen n — oo har vi at

. . 100 cos(n)
lim a, = lim ———= =
n—00 n—00 2n + 3

Alle betingelsene for den alternerende rekke—testen er derfor oppfylt, og vi konklu-
derer med at rekken konvergerer.

Vi undersgker s om rekken er absolutt konvergent ved a se pa rekken

> . 100
D lanl =D 575
n=1 n=1

Vi bruker grensesammenligningstesten (A limit comparison test, side 515 i boka) og
sammenligner med den divergente rekken > >° | by, der b, = % Bade |ay| og by, er
positive for alle n, og dessuten er

100

100
lim S = fim 248 — g " — 50,
n—00 n—00 - n—oo 2n + 3

Det folger at rekken > ° , |an| divergerer. Rekken Y >°  a, er derfor betinget kon-
vergent.

0.4.16| Vi er gitt rekken

o0

3n
Zan, ap = (—1)"
n=0

H.
Teorem 15, side 523 i boka, gir en @gvre grense pa absoluttverdien av feilen,

|s = snl < lantal.
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For a kunne bruke denne méa betingelsene i den alternerende rekke—testen veere opp-
fylt, slik at rekken faktisk konvergerer. Vi ser at a, er alternerende siden faktoren
371

(=1)™ alternerer mellom —1 og 1, mens faktoren <+ er positiv for alle n. Videre er

3n+1 _ 3.3" _ 3
n+1! (n+1Ln! n+1

lant1| = ( |an|-

Det vil si at |ap41| < |ay| for n > 2. Til slutt kan vi vise at

3n
lim a, = lim (—-1)"— = 0.
n—o00 n—00 n!

Vi har her brukt at n! vokser raskere enn 2" for alle reele tall z (se Teorem 3 side
502 i boka)®.

Vi gnsker na & finne den minste verdien av n slik at |s — s,| < 0,001. Fra ulikheten
over er dette oppfylt nar

lan+1| < 0,001

3n+1

Ved & sette inn for stigende verdier av n, ser vi at dette er oppfylt nar n > 12. Vi ma
altsa ta med minimum 13 ledd (husk & telle med n = 0) for & approksimere summen
s med en feil mindre enn 0,001.

0.4.19| Me skal finna dei verdiane for x som gjer at rekkja

n(‘r_ l)n
Z(_l) 2n +3

n=0

konvergerer absolutt, konvergerer betinga eller divergerer. Det er alltid naturleg a
starta med den absolutte konvergensen, s me ser pa

o0

— 1" —1lm
Z (_1)n($ ) :Z |z — 1] _
2n+3 2n+3
n=0 n=0
Forholdstesten gjev oss
an+1 |x_]_’n+1 2n+3 _‘ _1‘2714‘3 n—00 ’ _1’
an  2n+1)+3 |z -1 2n +5 '

Fra dette ser me at rekkja konvergerer absolutt for |x — 1| < 1, det vil seia 0 < z < 2.
Me ser 0g at rekkja divergerer for |x — 1| > 1, altsa for z < 0 og x > 2. D4 gjenstar
det & sjekka om rekkja konvergerer betinga i punkta x = 0 og x = 2. Om ein set
x = 0 far ein

Z(_l) 2n+3_22n+3>23(n+1) —gzﬁ—oo,

n=0 n=0 n=0

!Dette ble ogsa demonstrert i oppgave 9.3.22 i forrige gving.
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s& rekkja er divergent i dette punktet. Om ein i staden set x = 2 far ein

— (="
Z 2n + 3’

n=0

som er ei alternerande rekkje. Dermed kan me bruka alternerande rekkje-testen pa
side 522 i boka, og me sjekkar om kvart av dei tre punkta er oppfylt. For det forste

ser me at
(—1)" (-1 L,
a»Qa = =
P T on4+3 2n+5  (2n+3)(2n+5)

for alle n > 0, for det andre er

1 < 1
2n + 5 2n + 3

lant1| = = |ay|

for n > 0, og for det tredje er

li = i (=1" _
n}E&JGH _>n12;>27l+-3._

Alle punkta er dermed oppfylte og me kan sla fast at rekkja er betinga konvergent i
z =0.

9.4.24 | Me skal finna dei verdiane for x som gjer at rekkja

) n
1 1

> <1+>
n X

n=1

konvergerer absolutt, konvergerer betinga eller divergerer. Som vanleg startar me
med & sja om rekkja konvergerer absolutt,

n

oo n o0
1 1 1 1
Sl () | =2l
n x n x
n=1 n=1
Me bruker forholdstesten pa denne rekkja,
Gng1 1 2+ 1] nooo |7+ 1
an n+1 |z lz|

og finn at rekkja konvergerer absolutt for |x + 1| < |z|. Det vil seia nar avstanden
fra x til -1 er mindre enn avstanden fra = til 0, som igjen betyr at z < —1/2. Me
har da og at rekkja divergerer for x > —1/2. Det gjenstar dermed & sjekka om rekkja

konvergerer betinga i = —1/2, og ved innsetjing av denne verdien far me at rekkja
vert

>! <1+1 )ni =

—n -1/2 —~ n

Dette er ikkje noko anna enn den alternerande harmoniske rekkja som me veit at
konvergerer, og dermed er rekkja betinga konvergent i z = —1/2.
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