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9.1.8 Vi er gitt følgen

{an} =
{
(−1)nn

en

}
.

De første leddene i følgen er

a1 = −
1

e
, a2 =

2

e2
, a3 = −

3

e3
, a4 =

4

e4
.

Siden en vokser raskere enn n, ser vi at følgen er begrenset ovenfra av 2
e2

og nedenfra
av −1

e . Videre er det en alternerende følge, da annenhvert ledd er positivt og negativt.
Vi ser også at

lim
n→∞

|an| = lim
n

en
= 0.

Det betyr at følgen konvergerer mot 0.

9.1.18 Vi evaluerer an i grensen n→∞ ved å dele teller og nevner på n2,

lim
n→∞

an = lim
n→∞

n2 − 2
√
n+ 1

1− n− 3n2
= lim

n→∞

1− 2
n3/2 + 1

n2

1
n2 − 1

n − 3
= −1

3
.

9.1.20 Me skal evaluera grenseverdien til følgja {an} når n→∞, der

an = n sin

(
1

n

)
.

Lat oss skifta indeks til m = 1/n, som gjev

am =
sin(m)

m
.

Sidan m→ 0 når n→∞ vil svaret på den opphavelege oppgåva vera grenseverdien
til {am} når m→ 0. Dette ser me at blir den velkjente grenseverdien

lim
m→0

sin(m)

m
= 1,

som ein kan finna ved til dømes å bruka L’Hôpital eller taylorutvikla sin(m) rundt
m = 0.
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9.2.8 Me ser på rekkja
∞∑
j=1

πj/2 cos(jπ).

Først legg me merke til at cos(jπ) er −1 for odde j og +1 for jamne j, altså cos(jπ) =
(−1)j . Dermed kan me skriva summen som

∞∑
j=1

πj/2(−1)j =
∞∑
j=1

(−
√
π)j =

∞∑
n=1

(−
√
π)(−

√
π)n−1,

der den siste overgangen vart gjort for å kunne samanlikna rekkja med resultata for∑∞
n=1 ar

n−1 på side 506 i boka. Her ser me at a = −
√
π 6= 0 og r = −

√
π ≤ −1, og

dermed konkluderer me med at rekkja divergerer. Me ser at rekkja er alternerande, så
ho divergerer verken til ∞ eller −∞. Derimot vil dei endelege delsummane alternera
mellom å vera positive og negative medan absoluttverdien aukar.

9.2.10 La oss starte med å skrive om rekken til en sum av to rekker,

S =

∞∑
n=0

3 + 2n

3n+2
=

∞∑
n=0

3

3n+2
+

∞∑
n=0

2n

3n+2
.

Dette minner om noe som ligner på geometriske rekker. For en geometrisk rekke (side
505–507 i boka) har vi at

∞∑
n=1

arn−1 =
a

1− r

når |r| < 1. Observer at ved å endre summasjonsgrensene kan vi skrive denne regelen
på ekvivalent form

∞∑
n=0

arn =
a

1− r
.

Vi ønsker nå å skrive om de to rekkene på denne formen. Vi starter med den første,

∞∑
n=0

3

3n+2
=
∞∑
n=0

1

3n+1
=
∞∑
n=0

(
1

3

)n+1

=
∞∑
n=0

1

3

(
1

3

)n

=
1
3

1− 1
3

=
1

2
.

På tilsvarende vis får vi for den andre summen,

∞∑
n=0

2n

3n+2
=

∞∑
n=0

2n

323n
=

∞∑
n=0

1

9

(
2

3

)n

=
1
9

1− 2
3

=
1

3
.

Den totale summen får vi så ved å legge sammen de to bidragene,

S =
1

2
+

1

3
=

5

6
.
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9.2.12 Vi bruker delbrøkoppspalting til å skrive om leddene til en sum av to ledd,

an =
1

(2n− 1)(2n+ 1)
=

A

2n− 1
+

B

2n+ 1
.

Dette betyr at

1 = A(2n+ 1) +B(2n− 1) = 2An+A+ 2Bn−B = 2(A+B)n+ (A−B).

For at dette skal være oppfylt for alle n må{
A+B = 0

A−B = 1
⇒ A =

1

2
, B = −1

2
.

Delsummen, SN , blir nå

SN =
N∑

n=1

an =
N∑

n=1

{
1

4n− 2
− 1

4n+ 2

}
=

(
1

2
− 1

6

)
+

(
1

6
− 1

10

)
+

(
1

10
− 1

14

)
+ . . .

+

(
1

4(N − 1)− 2
− 1

4(N − 1) + 2

)
+

(
1

4N − 2
− 1

4N + 2

)
Vi ser at alle leddene, med unntak av det første og siste, kanselleres. Dette er derfor
en teleskoperende rekke (se Telescoping series side 507 i boka). Vi står igjen med

SN =
1

2
− 1

4N + 2
.

Vi lar så N →∞, og ser at summen av rekken blir

S = lim
N→∞

SN =
1

2
.

9.3.4 I denne oppgaven bruker vi sammenligningstesten (Teorem 9 side 514 i boka). For
n > 0 har vi at

an =

√
n

n2 + n+ 1
≤
√
n

n2
=

1

n3/2
= bn.

Rekken
∑∞

n=1 bn er en p-rekke (se side 512 i boka) og konvergerer siden p = 3
2 > 1.

Ettersom an ≤ bn, konvergerer også
∑∞

n=1 an ved sammenligningstesten.

9.3.7 Me vil fastslå om rekkja
∞∑
n=2

1

ln(n)3

konvergerer eller divergerer. Her er det nyttig å hugsa at logaritmar veks saktare enn
alle potensar, det vil seia at

lim
x→∞

ln(x)

xa
= 0, a > 0, (1)
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som oppgitt i teorem 5 på side 184 i boka. For at dette skal skje må det finnast eit
heiltal Na sånn at ln(x) < xa for x > Na, elles vil ikkje brøken kunne gå mot null.
Dette kan brukast til å estimera rekkja. Lat a > 0 vera eit positivt reelt tal og vel
det tilhøyrande heiltalet Na. Då kan me skriva summen som

∞∑
n=2

1

ln(n)3
=

Na∑
n=2

1

ln(n)3
+

∞∑
n=Na+1

1

ln(n)3

>

Na∑
n=2

1

ln(n)3
+

∞∑
n=Na+1

1

n3a
,

der me i siste overgang har brukt at ln(n) < na for n > Na. Sidan a er eit vilkårleg
positivt tal kan me setja det til a = 1/3, og dermed får me

∞∑
n=2

1

ln(n)3
>

N1/3∑
n=2

1

ln(n)3
+

∞∑
n=N1/3+1

1

n
,

der me ser at rekkja på høgresida divergerer fordi ho inneheld ein sum av uende-
leg mange ledd frå den harmoniske rekkja

∑∞
n=1 1/n som me veit divergerer. Ved

samanlikningstesten har ein då at
∑∞

n=2
1

ln(n)3
divergerer.

9.3.22 Vi er gitt rekken

∞∑
n=0

an =

∞∑
n=0

n1002n√
n!

.

Vær oppmerksom på at 0! = 1, slik at a0 er definert. Vi ser at an > 0 for alle n ≥ 0,
og utfører rottesten (Teorem 11 side 517 i boka),

ρ = lim
n→∞

an+1

an
= lim

n→∞

(n+1)1002n+1√
(n+1)!

n1002n√
n!

= lim
n→∞

2

(
n+ 1

n

)100
√

n!

(n+ 1)!

= 2 lim
n→∞

(
n+ 1

n

)100
√

1

n+ 1

= 2 · 1 · 0 = 0.

Av rottesten følger det derfor at rekken
∑∞

n=0 an konvergerer.

Kommentar: Dette resultatet virker kanskje litt overraskende, men det sier noe om
hvor raskt n! vokser. Under følger et plot av f(n) = n1002n√

n!
. Vi ser at leddene blir

raskt veldig store. Faktisk er a2 ≈ 3, 6 · 1030 og max an = a70 ≈ 3, 5 · 10155. Likevel
blir
√
n! såpass dominerende for store n at rekken konvergerer.
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