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Vi skal evaluere det ubestemte integralet

I= /(x2 — 2z)eM da.

Vi starter med a dele opp integralet i to,

I= /xze’m dz — 2/:cek$ dz.

La oss forst se pa integralet I, = [ zeF® dz. Vi bruker delvis integrasjon og folger
notasjonen side 333 i leereboken. La U = z og dV = e dx, slik at dU = dx og
V= %ekz. Vi har na at

Igz/mek‘”dx:/UdV:UV—/VdU

1 1
= a:Eelm — / Eekx dz

Tk L g ~
=5 et e

1 1 ~
= %elm (ZL‘— k:> +C.

For & evaluere I} = [ x2e*® dx bruker vi samme metode, men na setter vi U = 22 og
dV = eF* dz, slik at dU = 2zdz og V = %ekx. Dette gir

Ilz/xQe’mdx:/UdV:UV—/VdU

k
= ie’“ - % /a:e’m dx
= fekx - %12
:iekx—z-iekm (:E—i) —%é’
= e — 2me’“” + %e]m — %C’
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Vi summerer na sammen de to integralene og far
1, 9 2z 2 1 - -

ek’x

:ﬁ(k2x2—2kx+2—2k2x+2k:)+(]
ekx )
:ﬁ(k (x— 1)z —2k(z—1)+2)+C.

I utregningene over har vi satt C' = —%C’ +C.

Husk at vi enkelt kan undersgke om vi har regnet riktig ved a derivere svaret og se
om vi da ender opp med integranden.

6.1.26 | Me startar med & folgja tommelfingerregelen (ii) pa side 334 i boka, og set U =
sin!(x) og dV = dx. Da far me

/(sin_l(x))2d:ﬂ = /U2 av

=UV -2 / VU dU
1
V1—22
der me har brukt uttrykket for den deriverte av arcsin pa side 193 i boka. Igjen har

me eit integral med ein invers trigonometrisk funksjon i integranden, sa me gjentar
X

prosedyren ved & setja U = sin~!(z) og dV = ﬁd:v. Ved a studera dV kan ein

sja at dette er den deriverte av —v/1 — 22. Dette kan ein og visa ved & integrera dV
med omsyn pa = og bruk av substitusjonen u = 1 — z2. Dermed har ein

.1 X
sin” () ——=dx = | UdV
/ ( )\/ 1— a2 /
=UV — /VdU
1
= sin" 1 (z)(— V1 — 22 —/ —V1—22)—=dx
@I = [V =y
= —sin"Y(z)V1—22 4+ z + Cp.
Ved & kombinera dei fgregaande uttrykka far ein svaret
/ (sim_l(aj))2 dr =z (Sin_l(az))2 -2 (— sin~H(x)V1 — 22 +x + Co)
=z (sinfl(m))2 + 2sin" ! (z)V/1 — 22 — 22 + C.

=z (sin_l(au))2 — 2/:csin_1(x) dx,

6.2.10| Vi ser at integranden er en rasjonal funksjon der nevneren er av hgyere orden
enn telleren. Vi bruker derfor delbrgkoppspalting. Telleren, 322 + 8z — 3, har rgttene
T = é og x = —3, slik at vi kan skrive integranden som

T T T

31324—8.’1,‘—3_3(.1:—%)(1‘4—3) Bz —1)(z+3)
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Vi sgker na & skrive dette pa formen

T A n B
Bz —1)(z+3) 3z—-1 2+3’

der A og B er konstanter. Vi multipliserer begge sider med felles faktor, og far at
x=A(x+3)+BBx—1)=(A+3B)x+ (3A — B).
Vi ma altsa kreve at

A+3B=1, og
3A—B=0.

Den andre ligningen gir B = 3A, som innsatt i den fgrste ligningen gir at

1
A+3-34=1 = A=—.
+ 10
Dette gir igjen
3
B=3A=—.
10
Vi er na klare til & evaluere integralet,

/ Bz — 1?(:5 Ty 4= / (10(3; " 1O(x3+ 3)> de

_1/ dz +i dz
10/ 3z—1 10) z+3
1

1 3
- ClBr—1)+ —1 C
0 3n(m )—|—10 n(z+3)+

— % (In(3z — 1) +9In(x + 3)) + C

Her har vi brukt at & In(az + b) = caslik at [ 920 = Lin(az +b) + C.

1
az+b ar+b

6.2.18 | Me antar at a # 0, i motsett tilfelle er svaret ganske enkelt

Ved a bruka konjugatsetninga to gonger kan ein skriva integranden som

1 1 B 1
gt (22-a?)(22 +a?) (z—a)(z+a)(a?+a?)

X

Me gnsker no & delbrgksoppspalta integranden, og bruker teoremet pa side 345 i
boka,

(x—a)(z+a)(22+a?) z—a x4+a z2+a?
A(x + a)(2? + a®) + B(z — 1)(22 + a®) + (Cx + D)(2? — a?)
(z —a)(z+ a)(x? + a?) ’

1 A B Cz+D
+ v
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som impliserer
Az + a)(z® + a®) + B(z — 1) (2% + a®) + (Cz + D) (2* — a®) = 1.
Etter litt opprydding far ein at dette er ekvivalent med
(A+B+C)2® + (a(A— B) + D)a* + a*(A+ B — C)z + a*(a(A — B) — D) = 1.

Fra uttrykket ovanfor far ein da likningssystemet

A+B+C=0
a(A—B)+D =0
A+B-C=0

a*(A—B)—ad’D =1

Ved & subtrahera tredje likning fra forste far ein at 2C' = 0, altsd C = 0. Dette betyr
at A+ B = 0. Ved & gonga andre likning med a? og subtrahera denne fra siste likning
far ein —2a%2D = 1, altsa er D = —2 . Om ein i staden adderer uttrykka far ein
2a3(A — B) = 1, og kombinert med A+ B = 0 gjev dette A = -5 og B = — 115

4a3 "

Dermed kan ein lgysa integralet pa folgjande vis,

/dac _l/dxl/dacl/ dx

zt—at 4a3 ) r—a 4a3 ) v+a 2a%2) 22+a?
1
= 4a3

der ein har nytta resultata fra side 340 i boka til & evaluera dei tre integrala.

1 1
ln\x—a!—gln\x—i-a\—gtan Yz)+C,

Me ser at integranden inneheld ein faktor pa forma va? — x2, sa det er naturleg &
bruka substitusjonen x = asin(f), her med a = 3. Merk at den opphavelege integran-
den berre er definert for —3 < x < 3, og me mé derfor velja eit passande definisjons-
omréade [01, 03] for den nye variabelen §. Omradet ma oppfylla at —3 < 3sin(f) < 3
for 61 < 0 < 5. Dessutan ma kvar verdi mellom —3 og 3 berre bli tatt ein gong av
3sin(f), pa same méate som for z. Eit passande definisjonsomrade for 6 kan derfor
vera [—m/2,m/2].

Dermed far me
/ dx B / 3 cos(0) db
V9 — 22 3sin(0)y/9(1 — sin?(0))

/ cos(6) db
sin(#)4/1 — sin?(0)

= /CSC(G) do

1
=-3 In | csc(f) + cot(0)| + C.

Wl Wl

For a skriva dette om til eit uttrykk som avhenger av x kan ein nytta Figur 6.1 pa
side 347 i boka til & fastsla at csc(d) = 3 og cot() = 7%_9”2. Dermed har ein at
svaret er
x 1. .3 V9—2z2
/ =—ghl|>+———|+C
V9 — 2 3

3(ln|x] In |3+ V9 —22) +
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0.3.44 | Me nyttar substitusjonen pa side 353 i boka, = tan(#/2), som medfgrer cos(f) =

%Iiz, sin(f) = 1_%’;2 og df = 1%:?2. Integralgrensene blir fplgjeleg = tan(0) = 0 og

x = tan(m/4) = 1. Dermed far me

2dx

/'71'/4 do B /1 o
o 1+cos(d)+sin(9) J, Ore)+(-z?)+2e

1422
U de
:/0 1+x
zln(l—f—x)‘é
= In(2).

6.5.16 | Vi gjenkjenner integralet som et uegentlig integral av type 1 (Definisjon 1, side
362 i leereboken). Vi bestemmer forst det ubestemte integralet x?r"fx Ved & gjore
substitusjonen v = Inx, har vi at du = %daﬁ, slik at

rlnzx

Vi har na at

/00 dz _ /R dz
= lim
. xlnx Rooo ), xlnzx
= lim [In(InR) — In(Ine)]
R—o0

= lim In(ln R).
R—o0

Siden lim In R = oo mé ogséd lim In(ln R) = oo, slik at integralet divergerer.
R—oo R—o0

6.5.40 | For & fastsla om integralet
*© dr
/2 Van()
konvergerer eller divergerer er det enklast om me kan estimera integranden med ein

funksjon som enkelt kan integrerast over [2,00). Merk at pa dette intervallet vil
z>/Togl< ﬁ Dermed har ein

/OO dx >/°° dx
9 Vzln(z) 9 xlnz’

der integralet til hpgre kan lgysast ved substitusjonen u = In(z), du = <£:

I B dy i In(R) 14, o Ml R o
B fy T A gy w0 ~In(n(2)] = co.

Sidan dette nedre estimatet divergerer vil det opphavelege integralet og divergera.
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