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Vi er gitt summen
1
kz_:5 k2 +1

og gnsker & skrive den pa formen
n
> 1),
i=1
Startpunktene er henholdsvis £ = —5 og ¢ = 1. Vi ser derfor at vi har ssmmenhengen
i=k+6 eller k=i-6.

Det siste leddet i summen er nar k = m, det vil si ¢ = m + 6. Hvis vi setter inn for
k i den opprinnelig summen far vi at

m m-+6

3 ;_Z;
2 - s 2 :

k:75k +1 — (1—6)2+1

For a sjekke svaret kan man skrive ut de forste og det siste leddene i begge summene
og se om de er like,

i L S 1
kf—5k2+1_(75)2+1 (—4)2+1 m2+1’

5.2.18]| Gitt en funksjon f(z), vet vi at vi kan approksimere arealet, A, begrenset av

y = 0, kurven y = f(x), z = a og * = b som en sum av n rektangler med bredde
Ax = b_Ta og hgyde f(z;), der z; =a+iAzogi=1,...,n,

A= Zn: Az f(z;).
i=1

Se figurene side 297 i boka for en illustrasjon. Vi gnsker derfor & skrive om var sum

pa en slik form,
n

Snzz2n7:;3izzl<2+3;).

n
=1 =1
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MedazOogb:IharviAx:%ogxi:%,slikat

Sn=_ Az(2+ 3x;).

=1

Ved sammenligning med summen gverst i denne oppgaven, ser vi at var sum er en
approksimasjon til arealet begrenset av y =0, y = 2+ 3z, x = 0 og x = 1. Siden
y = 2+ 3x er en rett linje, er dette omradet et trapes med hgyde 1 og sidekanter 2

og 5, og med areal,

A=2E5 _7
2 2

Ved & la n — oo vil summen S,, gd mot dette arealet. Altsa er

lim S, :Z

n—00 2

Vi er gitt funksjonen f(z) = 1 — z. Vi deler intervallet [0,2] inn i n like store

underintervall [z;_1, z;], i = 0,1, ..., n, med sterrelse Ax = %, og der x; = iAx = %
Mengden av punkter {zg,z1,...,2,} er na en partisjon, P,, av intervallet [0,2].
Siden f(z) er en synkende funksjon for alle z, har vi at minimum av f pa intervallet
[xi—1, x4 er l; = x;, og tilsvarende at maksimum pé intervallet [x;_1, z;] er u; = x;_1.
Den nedre Riemann-summen for f og P, er na gitt ved (se Definisjon 2 side 300 i

boka)
= u 2 2
i=1 i=1 i=1
2 & 2 o 2i 4 &
= — 1—* _ = -
n; n;n nQEZ
4 n(n+1) 2n? + 2n 2
-9 —9_ __Z
TL2 2 Tl,2 n

Her har vi blant annet brukt summeringsreglene (a) og (b) i Teorem 1, side 291 i
boka. Pa tilsvarende mate kan vi finne et uttrykk for den gvre Riemann-summen,

n

P = Y J@e = 3 flormi) = 2321

i=1

S R B )

=1
R 4 nn+1) 4
=2 it 1=t Ty
=1 =1
n n n n n

Vi ser at
lim L(f,P,) = ILm U(f,P,) =0.

/02(1 — z)dz = 0.
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Kommentar: Hvorfor impliserer lim,,_,~ L(f, P,,) = lim, o0 U(f, P,) = L at integra-
let eksisterer?

Fra definisjonen pa et bestemt integral (Definisjon 3, side 302 i boka) har vi at f er
integrerbar pa [a, b] dersom det bare finnes et tall I slik at for alle partisjoner P av
[a, b], s& har vi at

L(f,P) < I <U(f,P). (1)

Vi ma altsa vise at denne betingelsen gjelder. La P veere en vilkarlig partisjon av
[a,b]. Vi kan da finne en uniform partisjon P,- som er like fin eller finere enn P ved
& velge n* stor nok. Da vet i at

L(f, Pp+) = L(f, P).
Dette gjelder ogsa i grensen n — oo, slik at
lim L(f,P) > L(f, P).
Siden P er vilkarlig, vil denne ulikheten gjelde for alle P. Tilsvarende kan vi vise at
Jim U(f, Pa) <U(F, P),
for alle P. Ved & sette sammen disse ulikhetene har vi at
L(f,P) < lm L(f,P,) = L = lim U(f, P) < U(/, P),

for alle P. Siden betingelsen (1) skal gjelde for alle partisjoner P, ogsa P, for alle
n, mé vi kreve at I = L for at den skal veere tilfredsstilt. Ingen andre valg av I vil
oppfylle (1). Vi har altsa vist at f er integrerbar pa [a, b] med

L[}mez

nar limy, oo L(f, Py) = lim, 00 U(f, Py) = L

I denne oppgaven bruker vi spesielt linearitet i det bestemte integralet og additi-
vitet av integrasjonsintervaller (se punktene (c) og (d) i Teorem 3 side 106 i boka),
henholdsvis

b b
/ Af(z)dx = A/ f(z)dx, for alle konstanter A,

/abf(x)dx+/bcf(x)dx:/acf(x)dx

Vi starter med & dele opp hvert ledd i integraler over intervallene [0, 1], [1, 2] og [2, 3],

/023f(:n)dx:3/2f(x)dm:B/If(x)dx+3/2f(x)dx

/13f x—3/f dx:?)/f d:z:+3/f

_/ :—Q/f :—Z/f :c—2/f :c—2/f
—/1 2f(x)dq::—2/1 f(z)dz
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Hvis vi summerer alle bidragene til intervallene over [0, 1] star vi igjen med

/f dx—/f dx—/f

For intervallet [1, 2] star vi igjen med

3/12f(x)dx+3/13f(x)dx2/12f(:c)dx2/12f(:c)d:p:/12f(x)dx

Til slutt, for intervallet [2, 3] star vi igjen med

/f dx—/f d:z:—/f

Dersom vi né summerer alle disse leddene star vi igjen med

/Olf(w)dx—i—/jf(:r)dx—i-/;f(x)dx_/ng(x)dm

Uttrykket i oppgaven kan altsa forenkles til integralet av f(x) over intervallet [0, 3].

5.5.36 | Vi skal finne gjennomsnittsverdien til f over [—2,2]. Den er gitt som (se Definisjon

4 side 309 i boka)
- 1 /2 1 [? 5
=— fxd:x:/ e’ dux.
7= (-9 ), =),

Vi vet at F(z) = £e3* er den antideriverte til f(z) siden F'(z) = % = f(x).
Fra analysens fundamentalteorem (The Fundamental Theorem of Calculus, side 311
i boka) folger det at

f=

\w
w
8]
o,
8
I
|
!
—~
Nt
|
!
0
[\
~
~

|
N

AN

|~

5.6.16| Vi bruker substitusjon, og lar u = 3. Da har vi at du = 32%dz. Innsatt i
integralet far vi na at

2 2
]:/ffdg_/?mfdx:l/dw
2+ 26 3(2+ %) 3) 2+

3 var et godt valg fordi vi star igjen med en enklere integrand som

5=, som den antideriverte til

Viserndatu=ux

kun er avhengig av u. Vi gjenkjenner integranden, 5 +

% tan—1 <L> (se punkt 16 gverst side 318 i boka). Alts& har vi at

V2
1 du 1 1. . (u
S — .
3/2+u2 3 <ﬁ>+c
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Vi setter s& inn igjen for u, og far at

3 3
Izl-itan_1 <x> +C:@tan_1 (\/Qm >+C’.

32 /2 6 2

Husk at vi enkelt kan undersgke om vi har regnet riktig ved a derivere svaret og se
om vi da ender opp med integranden.

5.6.44| La u(x) = sin/z. Da er

(o) = S

og
Qslnfcos\/’ — Q/QU(w)u/(x) dx = /21+u du — 1 coltu L,21+Sin\/5.
\f In2 In2
Da far vi
Vo o -
9sin \/(z)sf o % . (2l+sm§ _ 9l+sin Z) _ % ) (25 _ 21—}—%)
n n

5.6.46 | Me ser at funksjonen y = g er ikkje-negativ for = € [0,2]. Dermed kan me
finna arealet A til omradet avgrensa av y = %HG’ y=0,z=00gx=2ved a
integrera den fgrste avgrensinga med omsyn pa x fra 0 til 2,

2
X
A= d
/0 22116

Dette integralet kan lgysast ved hjelp av substitusjonen v = z? + 16, som gjev
du = 2x dz. Dermed far me svaret

A= / dx
ZC2+16
20
1
:/ —du
2 16 u

[In u]iozlﬁ

Yy
‘ ‘ y=1
| | Yy = sin?
| | :U
—7/2 w/2
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Vi er altsa ute etter arealet, A, mellom kurvene y = 1 og y = sin? z, se det skraverte

feltet i figuren over. Disse kurvene skjeerer hverandre i x = 4 5. Da er

/2 /2 w/2 /2
A:/ (1—sin2x)da::2/ (1—sin2:v)dx:2/ d:z:—/ sin? x dz.
—/2 0 0 0

Vi har her brukt at 1 — sin?z er en like funksjon slik at integralet over intervallet

[—g, g] er lik to ganger intergralet over intervallet [O, g] Videre gjenkjenner vi det
forste integralet som arealet av rektangelet gitt av linjene y =0, y =1, v = -3 og

5, mens det andre integralet er arealet under kurven y = sin?z mellom z = —T

2
og * = 5. Det fgrste integralet kan vi enkelt evaluere, mens for det andre bruker vi

xr =

at sin?x = 1(1 — cos2z) og at [cos2z = Ssin2z + C.
w/2 /2
A=2zx —/ (1 —cos2zx)dx
0 0
w/2
1
:2(g—0) — <x—zsin2x> 0

s v
—r— f—o):f.
T (2 2
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