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3.1.10: For å vise at f er en injektiv (one-to-one) funksjon, ser vi på den deriverte,

f ′(x) =
(1 + x)− x

(1 + x)2
=

1

(1 + x)2
.

Vi ser at f ′(x) > 0 for alle x. Det vil si at f er monotont voksende og derfor injektiv.

Den inverse til f finner vi å la y = f−1(x). Da er

x = f(y) =
y

1 + y
,

og vi finner f−1(x) ved å løse for y:

x =
y

1 + y

(1 + y)x = y

x+ xy − y = 0

y(x− 1) = −x

y = − x

x− 1
=

x

1− x
.

Altså er
f−1(x) =

x

1− x
.

Vi ser at både telleren og nevneren i f er definert for alle verdier av x ∈ R, men at f har
en singularitet i x = −1. Derfor er domenet til f hele R utenom punktet −1. Dette kan vi
skrive slik:

D(f) = R \ {−1}.

Tilsvarende ser vi at
D(f−1) = R \ {1}.

Det følger nå av egenskapene til inverse funksjoner (side 167 i boka) at verdimengdene
(range) til f og f−1 er

R(f) = D(f−1) = R \ {1},
R(f−1) = D(f) = R \ {−1}.
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3.1.22: Vi starter med å derivere g,

g′(x) =

{
3x2 hvis x > 0,

x−
2
3 hvis x < 0.

Vi vet at
x−

2
3 =

(
x−

1
3

)2
> 0

for alle x. Dermed kan vi konkludere med at g′(x) ≥ 0 for alle x med untak av x = 0. Ergo
er g en injektiv funksjon.

For å finne g−1 ser vi først på tilfellet x ≥ 0. Vi lar y = g−1(x) og finner at

x = g(y) = y3 ⇒ y = x
1
3 .

Vi vet at verdimengden til denne delen av g er [0, ∞), slik at domenet til denne delen av
g−1 også er [0, ∞).

Videre ser vi på tilfellet x < 0. Vi lar y = g−1(x) og finner at

x = g(y) = y
1
3 ⇒ y = x3.

Vi vet at verdimengden til denne delen av g er (−∞, 0), slik at domenet til denne delen
av g−1 også er (−∞, 0).

Oppsummert har vi at

g−1(x) =

{
x

1
3 hvis x ≥ 0,

x3 hvis x < 0.

3.1.28: Vi starter med å finne den deriverte til f ,

f ′(x) = 6x2.

Vi ser at f ′(x) ≥ 0 for alle x med f ′(x) = 0 bare når x = 0. Dette viser at f er injektiv og
at den har en invers.

Vi finner så f−1 ved å la y = f−1(x) og løse for y,

x = f(y) = 1 + 2y3 ⇒ y =

(
x− 1

2

) 1
3

.

Det finnes nå to måter å regne ut
(
f−1

)′
(x) på, enten direkte eller via formelen side 169 i

læreboken. Hvis vi bruker formelen får vi at

(
f−1

)′
(x) =

1

f ′ (f−1(x))
=

1

6
((

x−1
2

) 1
3

)2 =
1

6
(
x−1
2

) 2
3

=
1

6

(
2

x− 1

) 2
3

.

5. september 2016 Side 2 av 5



Løsningsforslag — Øving 4

Alternativt, hvis vi deriverer f−1 direkte ved hjelp av kjerneregelen for derivasjon, får vi

(
f−1

)′
(x) =

d

dx

(
x− 1

2

) 1
3

=
1

3

(
x− 1

2

)− 2
3 1

2
=

1

6

(
2

x− 1

) 2
3

.

3.2.18: Vi forenkler uttrykket ved å bruke reglene for logaritmer, side 172 i boka.

logπ(1− cosx) + logπ(1 + cosx)− 2 logπ sinx

= logπ ((1− cosx)(1 + cosx))− 2 logπ sinx

= logπ(1− cos2 x)− 2 logπ sinx

= logπ sin
2 x− 2 logπ sinx

= logπ sin
2 x− logπ sin

2 x

= 0.

I den første overgangen har vi brukt punkt (ii) av reglene, mens vi i den nest siste over-
gangen har brukt punkt (v).

3.2.28: Vi lar u = logb x og v = logb a. Via den inverse (Definisjon 5 side 172 i læreboken)
vet vi at x = bu og a = bv. Ved hjelp av den trivielle identiteten b = (bv)

1
v (husk at vi

antar b > 0) har vi at
x = bu =

(
(bv)

1
v

)u
=
(
a

1
v

)u
= a

u
v .

Ved å bruke definisjonen av den inverse til logaritmen igjen får vi at

loga x =
u

v
=

logb x

logb a
.

3.3.6: Vi ser først på det første leddet. Ved å bruke Teorem 3, punkt (i), side 178 i
læreboken og deretter at e og ln er inverse av hverandre slik at elnx = x (se nederst side
177 i læreboken), får vi at

e2 ln cosx =
(
eln cosx

)2
= (cosx)2.

På det andre leddet bruker vi også at e og ln er inverse av hverandre, men nå slik at
ln ex = x. Da får vi at (

ln esinx
)2

= (sinx)2.

Hvis vi summerer de to leddene står igjen med

e2 ln cosx +
(
ln esinx

)2
= (cosx)2 + (sinx)2 = 1.
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3.3.46: Vi deriverer uttrykket ved gjentatt bruk av kjerneregelen for derivasjon. Husk at
d
dx lnx = 1

x ,
d
dx

√
x = 1

2
√
x
og d

dx |x| =
x
|x| .

dy

dx
=

d

dx
ln |x+

√
x2 − a2|

=
1

|x+
√
x2 − a2|

d

dx
|x+

√
x2 − a2|

=
1

|x+
√
x2 − a2|

x+
√
x2 − a2

|x+
√
x2 − a2|

d

dx

(
x+

√
x2 − a2

)
=

1

|x+
√
x2 − a2|

x+
√
x2 − a2

|x+
√
x2 − a2|

(
1 +

1

2
√
x2 − a2

d

dx
(x2 − a2)

)
=

1

|x+
√
x2 − a2|

x+
√
x2 − a2

|x+
√
x2 − a2|

(
1 +

1

2
√
x2 − a2

2x

)
.

Vi bruker så at |b||b| = b2 for et vilkårlig tall b. I vårt tilfelle kan vi sette b = x+
√
x2 − a2,

slik at vi får

dy

dx
=

x+
√
x2 − a2(

x+
√
x2 − a2

)2 (1 + x√
x2 − a2

)

=
1 + x√

x2−a2

x+
√
x2 − a2

=

√
x2 − a2 + x

x
√
x2 − a2 + x2 − a2

=

√
x2 − a2 + x

√
x2 − a2

(
x+
√
x2 − a2

) =
1√

x2 − a2
.

3.3.46: Alternativt Den deriverte av ln |x| = 1
x . Da får vi

dy

dx
=

d

dx
ln
∣∣∣x+

√
x2 − a2

∣∣∣ = 1

x+
√
x2 − a2

d

dx

(
x+

√
x2 − a2

)
=

1

x+
√
x2 − a2

(
1 +

2x

2
√
x2 − a2

)
=

1

x+
√
x2 − a2

(
1 +

x√
x2 − a2

)
=

1

x+
√
x2 − a2

x+
√
x2 − a2√

x2 − a2
=

1√
x2 − a2

3.4.25: La T (t) være termometerets temperatur som funksjon av tiden. Newtons avkjø-
lingslov sier at

T ′ = k(T − 20), (1)

siden temperaturen i rommet er 20 grader. Vi har også fått vite at T (0) = 72, og at
T (1) = 48. Løsningen av 1 er (se eksempel på s. 186 i boken)

T = 52ekt + 20. (2)
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Siden T (1) = 48, får vi at
T (1) = 52ek + 20 = 48, (3)

som gir

k = ln
28

52
= ln

7

13
(4)

Altså er
T = 52eln(

7
13

)t + 20 = 52(
7

13
)t + 20, (5)

så vi kan beregne

T (5) = 52(
7

13
)5 + 20 ≈ 22,35 (6)

Fra plenumsregningen:

3.2.30: https://video.adm.ntnu.no/pres/544e11559086a

3.3.54: https://video.adm.ntnu.no/pres/544e11aae34c1
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