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2.1.10: Vi bruker definisjonen for ikke-vertikale tangentlinjer (side 97 i leereboken). Tan-
gentlinjen gjennom et punkt (zg,yo) er gitt ved

y =m(x — x9) + yo.

I vart tilfelle er 29 — 1 og yo = V5 — 12 = 2. Stigningstallet m til tangentlinja i et vilkarlig
punkt er gitt ved

h—0 h
<\/5—(1:+h)2—\/5—:c2> (¢5— (:c+h)2+\/5—a;2)
= lim
h=0 h(\/5—(x—|—h)2+\/5—:r2)

(5 x+h2) (571:2)
h_>0h<\/5 (x4 h)? +\/5—a:2)
5— a2 —2hx —h? -5+ 22

= lim

Oh (VB (e )+ VB —a?)
~ lim —h?% —2hzx
h_’oh(\/E)— (x4 h)? —|—\/5—£L‘2)

~ im —h -2z
h=0 (\/5— (x+h)2+\/5—x2>

limp 0 h + 22

 limy (\/5 —(z+h)2+V5— :c2) '

I det fgrste steget har vi brukt metoden med & multiplisere teller og nevner med den
konjugerte til telleren. I det siste steget har vi brukt Teorem 2, punkt 5, side 69 i leereboken.

Néar h — 0 har vi nd at telleren gdr mot 2x og nevneren gar mot 2v/5 — x2. Dette gir

—2x —2x T
m = = = — .
VE—a224+ V5 —22 25 —22 V5 — 22
o . o . . 11
Ved & sette x = 1, far vi m = —i= %

Tangentkurven blir n&
1 1
Yy = —i(x—l)—l-?: 5(5—.%’).
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Observasjon: Vi kunne ha satt inn for x = 1 allerede fra starten av nar vi regner ut m.
Det ville gitt noe enklere regning, men vi har her valgt & vise hvordan dette kan gjgres
mer generelt. Merk ogsé at uttrykket vi far for m er lik den deriverte av kurven vi ser pa.
Merk ogsé at stigningstallet kan finnes mye enklere ved a derivere funksjonen og sette inn
2 = 1, men her var det meningen & bruke definisjonen av tangent.

2.2.27: Funksjonen

f(z) = |2% + 3z + 2| (1)
har nullpunkter i = —1 og * = —2, og den er ikke deriverbar i disse punktene. For
x = —1 er grunnen at

—14h)— f(-1 —14h)— f(—1
o FELEW = FCD) Lk = f(1) 2
h—0~ h h—0+ h

Forklaringen for punktet = 2 er identisk. (Hint: det kan veaere lurt & tegne funksjonen.)

2.2.54: Vi skal vise at %xr = ra"" ! der r = % og n er et positivt heltall. Vi bruker
definisjonen pé den deriverte (side 100 i laereboken) og det oppgitte hintet. Da har vi at

d 1 (z4h)e—an
preiia e h
1 1
h)n —xn
= lim (@ + )n

Videre bruker vi formelen for faktorisering av differansen mellom uttrykk i n’te potens
(side 103 i laereboken):

a" —b" = (a—b)(a" P +a" 24+ a" 302 + . Lab" 2+ 007 Y).

. 1 1 oo e
Dersom vi setter a = (z + h)» og b = x» kan vi skrive om nevneren var til:

(6= ()" = fiomt ] (o)
+ (= + h)%)n_2a:%
+ ((:1: + h)%)n_3 zh
.
+(u+hﬁ)f%

n—1
+x n ]
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Den fgrste faktoren, [(x + h)le — J;ﬂ , kanselleres mot telleren i grensen var. For den andre
faktoren kan vi la h — 0, og vi star igjen med

d 1 1
—rn =
dx 1 n—1 1 n—2 1 1 n—3 2 1 n_2 n—1
(:En> +<xn> mn—i—(wn) xn+...—|—<wn)x n + I n
1
= n— 2 1 n—3+g l—‘,-"_Q n—1
—i—]}n n—'—[E n n—i—___—‘,—{[,'n n +,Z‘n
1
- —1
+ﬂs n +ﬂs n +.. + +xn
nledd
1 1 1 1 _
= n—1 = n—1 = —In 1—74xT !
nr n nr n» n

2.3.30: Vi starter med & derivere telleren,

d
d—(ac2 + 1) (23 +2) = 22(2® + 2) + (22 + 1)32? = 52 + 322 + 4a.
x

Deretter nevneren,

d
d—(x2 +2)(2® + 1) = 2z(23 + 1) + (2 + 2)32% = 52* + 622 + 2.
x

Ved & bruke kvotientregelen pa hele uttrykket far vi na at
d ((2* +1)(2* +2)
dr \ (22 +2)(23 + 1)
(@4 2)(2® + 1) (5z* 4 32 + 4x) — (2? + 1)(a® + 2)(5a? + 622 + 22)
N (22 4 2)2(x3 4+ 1)2

Ved & lgse ut parentesene og trekke sammen kommer man fram til det endelige svaret,

d (2 +1)(2*+2)\ 227 —32% — 32! — 627 + da
de \ (22 +2)(23+1)/) (22 4 2)2(23 4+ 1)2

2.3.40: Vi starter med & derivere uttrykket ved hjelp av produktregelen for n faktorer
(side 112 i laereboken), her med n = 4,

d ((1 FH)(1+20)(1+38)(1 +4t)> —1(1+ 26)(1 + 3t)(1 + 4¢)

dt =1
(14 6)2(1 + 36)(1 + 4t)
F (1401 + 26)3(1 + 4¢)
(14 )(1 4 26)(1 + 3t)4.
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Vi setter deretter inn for £ = 0 og far at

%(U +HO0+20(1+30(1+40))

=1-1-1.141-2-1-141-1-3-14+1-1-1-4
=14+2+3+4=10.

2.4.9: Her er det lurt & skrive om funksjonen til dobbel forskrift:

22—1 hvisz< —1lellerz>1

1—22 hvis—-1<z<1

fw) =11 - 22 —{

Na& er det bare & derivere disse delene hver for seg, og vi far

fl(a) =

2¢ hvisz < —1lellerz >1
—2x hvis—-1l<zxz<1

Merk at f'(x) ikke er definert i x = +1; dette fremgér av ulikhetene i uttrykket.

2.5.21: Vi beregner

d
—(sin 2z — cos 2z) = 2 (cos 2x + sin 2x) . 5
d
T
2.6.13: Formelen er
d 1 (=1)"n!
dﬂj‘n ; = :Bn+1 (6)
Hvisn =1, er
a1l

-1
der 2

(7)

som er den korrekte deriverte, og vi ser at formelen stemmer. Anta si at formelen stemmer
forn=k—1.1safall er

d1 _d d 1 _ d(E)E-0 (DR ®)
dek x drdeFlax  dx xk gkl

Dette medfgrer at dersom formelen stemmer for n = k — 1, stemmer den ogsa for n = k,
og induksjonsargumentet er fullfgrt. Formelen gjelder for alle n.

4.3.8: Denne oppgaven kan lgses ved & bruke I’Hépitals regel to ganger. Vi gar gjennom
dette grundig steg for steg.
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La f(x) = 1 —cosz og g(x) = In(1 + x?). Vi skal evaluere grensen lim,_,q %, og ser at
uttrykket er pa ubestemt form av typen [0/0]. Vi vet at bade f og g er deriverbare, s& vi

prover & bruke I'Hépitals regel. De deriverte er gitt ved

2z

fl(x) =sinz, g¢'(z) = T2

Vi har at f/(0) = ¢/(0) = 0, slik at vi fortsatt har et uttrykk pa ubestemt form av typen
[0/0]. Dersom vi deriverer funksjonene p& nytt far vi at

(1+2?)-2—2z-20  2—22?

f(x) = cosz, g"(x) = 1+ 22 T A+ a)?

Altsd er f'(z) og ¢'(x) deriverbare og vi ser at ¢”’(0) = 2 # 0. Vi kan derfor benytte

/

I’Hépitals regel pé grensen lim,_,q fi@)

g'(z)’
/ 1
i 20y 770
=0 ¢'(x)  2—0 ¢"(x)
. Ccos T
= lim
2—242
T— (1+zg)2
lim,_,qg cosx 1

= . 2922 =
limz 0 (1+x§)2

Siden vi nd har vist at lim, o % eksisterer, vet vi fra ’Hopitals regel at

lim M = lim I'(z) L
=0 g(x)  2-0g/(z) 2

OBS! Man kan gjgre dette fortlopende ved & derivere teller og nevner hver for seg inntil
man ikke lenger har et uttrykk pa ubestemt form, men man méa da hele tiden sjekke at
bade teller og nevner faktisk er deriverbar pa et apent intervall rundt den verdien som x
gar mot og at ogsd nevneren er ulik null i et slikt intervall.

4.4.12: Vi starter med & finne den deriverte til f,

, B 1
fiz)= NCEE

Vi har tre kategorier med kandidater til lokale og globale maksimum- og minimumsverdier:

(i) Kritiske punkter, der f’(x) = 0. Det finnes ingen x slik at f'(x) = —(m_%)? =0.

(i1) Singulere punkter, der f'(x) ikke eksisterer. Vi ser at f/(z) eksisterer i alle punkter
utenom = = 1, men dette punktet ligger ikke i intervaller [2, 3].

(iii) Endepunkter av definisjonsmengden. Vi har to endepunkter, x1 = 2 og x5 = 3.
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Vi regner til slutt ut funksjonsverdiene i alle kandidatene for & finne maksimum og mini-
mum.

1 1

1
f(%)zﬁ:l, f(l’2):3j:§-

Konklusjonen er at det globale maksimumet til f pa intervallet [2, 3] er 1, mens det globale
minimumet er % Det finnes ingen andre lokale ekstremverdier.

4.5.34: Vi starter med & regne ut de deriverte til f,

f(z) = 2ze® + (2% — 3)e” = (2 + 22 — 3)e”,
f"(z) = (22 + 2)e” 4 (2 + 22 — 3)e” = (2% + 4z — 1)e%.

Vi finner s& de kritiske punktene der f/(x) = 0. Siden e® aldri er null, méa de kritiske
punktene tilfredstille
2?4+ 2z —3=0.

Denne andregradligningen har to lgsninger,
r1 =1, x90=-3.

Vi har ingen singulezere punkter siden f’(x) eksisterer for alle x. Videre har vi heller ingen
endepunkter da f(x) er definert for alle x, det vil si D(f) = R. Vi utfgrer andrederivert-
testen,

f"(z1) = (1+4—1)e! =4e >0,
f(xe) =(0-12—-1)e 3 = —4e® < 0.

Vi konkluderer med at 1 = 1 er et lokalt minimum, mens x3 = —3 er et lokalt maksimum.

Fra plenumsregningen:
2.1.24: https://video.adm.ntnu.no/pres/5437c9044d5d9

og https://video.adm.ntnu.no/pres/5437c93a47£68
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