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Lgsningsforslag — @Qving 5

3.5.30: Vi bruker derivasjonsregelen for cos™! z,

_ 1
—cos o =—

dx V1 -2

sammen med kjerneregelen for derivasjon. For & forenkle utregningen lar vi u =

Vi regner fgrst ut den deriverte til u,

du d (a(a2+x2)_%> Wy <_;> (a2+x2)—%£(a2+x

dr  dx

a

Va2+a?’

Deretter finner vi den deriverte av y,

COS u = = —

_\/1—u2£_

dy d 1 du 1 (_ ax >
1— 2 (a2—|—m2)1’a2+1‘2

dr ~ dx

a?+x?

axr

a

_ 1 ax
- @+ 22) Va2 + 22— a2(a +22) @ +ax?
/1_a2¢172$2_,/a2+x2 (a? + z?) a? 4+ 2?2 —a?(a® +2%) o+

3.5.33: Vi begynner sa med a derivere ligningen

12z Tz
n 7:72
Y Y

ta

pa hver side, og far

L y—wyyt—2ayy
I+ 2 y!
Vi setter inn (z,y) = (1,2), og far (etter litt kansellering) ligningen
2-y/(1) =n(1-y'(1)),

som gir

y'(1) =
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3.6.5: Vi bruker uttrykkene for de inverse av de hyperbolske funksjonene, side 202 i boka:
sinh 'z =1n (ac + Va2 + 1) ,
cosh™ 'z =1n (:z + Va2 — 1) ,

1 1
tanh_lx:21n< +:13>‘

1—=x

Ved hjelp av kjerneregelen for derivasjon far vi na at

1 1

—sinh lg=— — 1+2x>

dx T+ Va2 +1 ( 2vVx? +1
1+\/$+ﬁ - Vi +1+x
z+vVr2+1l v+ 1+22+41

V2 + 14z 1

Va1 (o4 VaZ+ 1) VT

Helt tilsvarende, man trenger bare bytte ut 2 + 1 med z? — 1, er

—cosh™ g = ——.
dz 2 —1

Hvis du ikke er helt overbevist om at dette er riktig, anbefaler vi at du gar gjennom
utregningene over pa nytt.

For tanh™! z far vi at

d _ 1 11—z d (1+x 1 1—-2z (1—-2)—1Q4+2z)(-1)
— tanh 1z =Z=. — =Z. .
dz T 1+ zdx (1—33) 2 1+«x (1—2x)?

1 1—x+14+2 1 1

Q+2)1-2) (Q+a)(l—=2) 1—2a%

Av Definisjon 8, side 149 i boka, fglger det na at

dz
—— =sinh tz +
/ Var?+1 ’
dz = cosh™'z + Oy,

V-1

d
/ T _xx2 = tanh~ 'z + C5.

Vi har brukt ulike integrasjonskonstanter for & poengtere at disse ikke pa noen mate er
relatert.

4.1.16: Vi vet at avstanden s gker med 100 km/t, det vil si at

ds
— =100.
i 00
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Vi er interessert i & finne farten til bilen, altsa %.

Punktene A,C og P danner en rettvinklet trekant med sidelengder henholdsvis x, s og k.
Av Pythagoras’ laeresetning folger det at

s? = k2 + 22
Vi vet at k er konstant, og deriverer med hensyn pa tiden ¢,

5 ds 042 dx N dr s ds
§— = r— —=——.
dt dt dt =z dt
Avstandene s og x er ukjente, si vi prover & eliminere disse fra utrykket. Vi vet at vinkelen
mellom laserpistolen og veien er 45°; slik at

x 1
— =sin45° = —.
S \/§
Vi kan né lgse for %,
dx ds
=2 == =4/2.100 ~ 141. 4.
dt dt vz ’

Det vil si at farten til bilen er omlag 141, 4 km /t.

4.1.40: La tiden t vaere gitt i sekunder, og la a = 9.8m/s%. Vi innfgrer tre funksjoner, z(t),
y(t) og 6(t), se figur. Oppgaven spor etter z'(1), og =’ (ts).

Veiformlene fra fysikken forteller oss at

1
y(t) =20 — §at2 (5)
N& ser vi bade at
tanf = 20 (6)
10+ a(t)’
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og at

sa

Snur vi denne pa hodet, far vi

10+2(t)  x(t)
40 40 — at?’

9)

og vi kan beregne

400 — 10at® 400
at? at? (10)

(t)
Hvis vi deriverer, far vi:

2(t) = — . (11)

Nar ballen har truffet bakken, er y(¢) = 0, sa vi kan beregne lett at for dette tidspunktet
ma t = 1/%0. Vi setter til slutt int =1 og t = 1/%0 i uttrykket for a/(t), og far

2'(1) = —? ~ —81.63m/s (12)

(her gar det unna; skyggen starter jo pa uendelig langt unna), og

2’ < 40) _ 80 —9.90m/s (13)

a / 40°

Merk at fortegnene er negative, pa grunn av vart valg av koordinatsystem.

4.2.8: Vi setter f(z) = 22 — 3. Da blir f/(z) = 2z, og iterasjonen blir

. f(xn) _ 33721 -3

(14)

Siden vi har en kamerat som er Norges nest fremste ubatelektriker, husker vi at v/3 ~ 1.7,
og vi tar derfor dette som var kvalifiserte gjetning xy. Bruk av iterasjonen over, gir tabellen

xIg - 1.7

1 : | 1.7323529411764707
o ¢ | 1.7320508339159093
3+ | 1.7320508075688774
x4 ¢ | 1.7320508075688772
x5 ¢ | 1.7320508075688774
xg ¢ | 1.7320508075688772

Det ser ut som om iterasjonene har stabilisert seg, og vi kan si at v/3 ~ 1.732050807568877.
En vanlig laptop gjor, med mindre annet blir spesifisert, beregninger med 16 desimalers
presisjon, og den siste desimalen far vi altsa ikke informasjon om.
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4.2.14: Vi prover fgrst a finne ut hvor mange lgsninger som finnes. Observer at bade cosx
og 22 er like funksjoner. Det fglger at dersom z7 er en lgsning, det vil si at cosx1 = 22, si
er ogsa —x en lgsning.

Videre vet vi at 22 > 1 nar |z| > 1, og at cosx < 1 for alle z. Altsa ma alle Igsninger ligge
i intervallet —1 < x < 1.

La
f(z) = cosx — 2°.

Vi gnsker & bestemme alle x slik at f(z) = 0. Vi har at
f'(z) = —sinx — 2x.

Det vil si at f(x) < 0 for x € (0,1], slik at f(z) er synkende her. Altsa kan det bare veere
en lgsning pa dette intervallet. Endepunktet pa intervallet, x = 0, er apenbart ikke riktig
lgsning.

Vi konkluderer analysen var med at det finnes akkurat to lgsninger, en i intervallet (0, 1]
og en i intervallet [—1,0).

Vi bruker si Newtons metode (side 224 i boka), til & bestemme roten i intervallet (0,1]. I
vart eksempel far vi at

f(zn) cos T, — T2 cos T, — T2
e " f(x) " —sinmz, — 2z, " sinz, + 2z,

Som startpunkt bruker vi midtpunktet, g = 0,5, men andre punkter vil ogsa fungere. Vi
utfgrer forste iterasjon, og far

2 2
COs o — Tf) cos0,5—0,5
= —— =0,5 ~ 0,924206927293198 =~ 0,924.
=Tt e+ P T sm05+2.05 " ’

Ved & iterere videre (husk & ta med alle desimaler i x,, nar du regner ut x,41), far vi
fglgende resultat:

0,500000000000000 6,28 - 1091
0,924206927293198 —2,52- 10791
0,829105755997418 —1,19 - 10792
0,824146131728195 —3,29 1079
0,824132312409912 —2,56-10~10
0,824132312302522  1,11-1071'6
0,824132312302522 1,11-10716

DU W= O3

20. september 2015 Side 5 av 7



Losningsforslag — (ving 5

Fem iterasjoner er altsa nok for & na maskinpresisjon (~ 10716).

De to lgsningene er x = 40, 824132312302522.

4.2.18: Vi skal finne maksimum og minimum for funksjonen

_ sinz
90 =132
Sinus er en oscillerende funksjon mellom —1 og 1, sa vi kan forvente mange lokale maksimum
og minimum for g(x). Samtidig er nevneren 1 + 22 monotont gkende, slik at vi forventer
at globalt maksimum méa veere det lokale maksimumet som ligger nsermest z = 0, og
tilsvarende for det globale minimumet. Vi merker oss ogsd at g(z) er definert for alle
r € R.

For & finne kandidater til maksimum og minimum, regner vi fgrst ut den deriverte,

(14 2?)cosx —sinz - 2
(1+ 22)?

g'(z) =
Vi ser at ¢'(z) = 0 nar telleren er null. Vi gnsker altsd & finne rgtter til funksjonen
f(z) =1+ 2% cosz — 2zsinz.

For & lgse f(z) = 0 bruker vi Newtons metode,

f(xn)

Tp41 = Tn —

Den deriverte til f(x) er gitt ved

f'(z) =2z cosz + (1 +2%)(—sinz) — (2sinz + 22 cos z)

= —(1+2?)sinz — 2sinz = —(3 4 2°) sin z.

Pa tilsvarende mate som i forrige oppgave itererer vi oss frem til lgsningen. Merk at vi ikke
kan velge o = 0, siden f’(0) = 0. Vi velger derfor zyp = 1,0 i forste omgang (husk at vi
vet at globalt maksimum og minimum ligger naert null).

n Tn, f(@n)

0 1,0000000000000000 —6,02 10791
1 0,8210463079671654 —6,09 - 10792
2 0,7983816444825249 —9,50-10~%
3 0,7980170858066054 —2,45-10797
4 0,7980169918423763 —1,60-10~
5 0,7980169918423702 —2,22-10716

Deretter prgver vi g = —1,0.
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Tn f(zn)
—1,0000000000000000 —6,02-10~01
—0,8210463079671654 —6,09 - 10792
—0,7983816444825249 —9,50-107%
—0,7980170858066054 —2,45- 10797
—0,7980169918423763 —1,60-10714
—0,7980169918423702 —2,22-1016

Ul W~ O3

Vi evaluerer sa g i disse to punktene:

9(0,7980169918423702) ~ 0, 437,
g(—0,7980169918423702) ~ —0, 437.

Vi konkluderer med at maksimum til g er 0,437 og minimum er —0, 437.

Det at minimumspunktet er lik minus maksimumspunktet, er ikke tilfeldig. Dette folger
av at at sinz og 1 + 22 er henholdsvis odde og like funksjoner, slik at ogsa g(z) er odde.
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