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Vi merker oss fgrst at funksjonen f er bade kontinuerlig og deriverbar pa intervallet
[1,2], slik at forutsetningene for sekantsetningen (eller middelverditeoremet; Mean
Value Theorem, side 137 i boka) er oppylt. Stigningstallet, m, til den rette linjen
mellom startpunktet (1, f(1)) og sluttpunktet (2, f(2)) er gitt ved

_f@-f) _s-t

2-1 1 2

Videre er den deriverte til f gitt som

1
f(x) = R
Vi gnsker & finne et punkt ¢ € (1,2) slik at f/(c) = m, det vil si
11
)
=2
c==+V2.

Siden punktet ¢ = /2 ligger i intervallet (1,2), har vi vist at sekantsetningen er
oppfylt for f.

Vi kan ikke uttrykke gy eksplisitt som funksjon av x. Derfor deriverer vi ligningen
implisitt med hensyn pa x.

L@y’ = L)
(@) + () = 0
@y 2 (9) 4 @ e () =0
3x2y+x3j—z+y5+x~5y4% =0
(z® + 5xy4)j—z = —y° — 3%y

dy _ g+ 3%y
de 23+ 5ayt’

I utregningen over har vi blant annet brukt produktregelen og kjerneregelen for de-
rivasjon.
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2.9.18| Uttrykket kan ikke lgses eksplisitt for y, sa vi deriverer implisitt,

d d d
—(4y*) = —(4
L@+ Ly = L
d
2z + 8ySY =0
dx
dy
4y— = 0.
T+ 4y dr
Vi fortsetter med & derivere implisitt for & finne et uttrykk for y” = 32732’,

d dy d dy\
d2

dy
2 8— ——0
+ dx d

Y
d
Z'J
1+4 — =0.
Vi kan na lgse for g—g i den forste ligningen,

dy =z

de 4y’

og deretter sette dette inn i det andre utrykket og lgse for d22,

2 2

x d*y
1+4—— dy—= =0

+ <4y>+ydx2

2 d2
Yy
1+4 dy—= =
TG T W 7Y
Py Ltz
da? 4y
Py 4P+a?
da? 1693

Vi kunne ogsa valgt en litt annen lgsningsstrategi ved a forst lgse den fgrste ligningen
for g—g og sa derivere det uttrykket implisitt. Da matte vi ha brukt kvotientregelen
for derivasjon, men vi ville endt opp med samme svaret til slutt.

Denne oppgaven kan lgses ved & bruke ’'Hopitals regel to ganger. Vi gar gjennom
dette grundig steg for steg.

La f(r) = 1—cosz og g(x) = In(1+x2). Vi skal evaluere grensen lim,_, fg )) og ser

at uttrykket er pa ubestemt form av typen [0/0]. Vi vet at bade f og g er deriverbare,
sa vi prover a bruke ’'Hopitals regel. De deriverte er gitt ved

2z

/ . ' _ '

f@) = sinz, g@) = o

Vi har at f/(0) = ¢’(0) = 0, slik at vi fortsatt har et uttrykk pa ubestemt form av
typen [0/0]. Dersom vi deriverer funksjonene pa nytt far vi at

(1+22)-2+2r-22 2+ 622

f//(w) = Cos T, g”(x) = (1 + x2)2 = (1 + 332)2'
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Altsa er f'(x) og ¢'(z) deriverbare og vi ser at g”(0) = 2 # 0. Vi kan derfor benytte

f'(x)

g'(z)’

/ 1
L@
=0 g'(x)  2—0 g"(x)

_ i 582
T 24622
—0 (lix2)2

lim,_.qg cosx 1

I’Hépitals regel pa grensen lim, g

24622 9
(1+22)2

lim, o

Siden vi na har vist at lim,_,q % eksisterer, vet vi fra ’'Hopitals regel at

@) . fe)

lim = —.
=0 g(z) 2-0g'(z) 2

OBS! Man kan gjgre dette fortlgpende ved & derivere teller og nevner hver for seg

inntil man ikke lenger har et uttrykk pa ubestemt form, men man ma da hele tiden

sjekke at bade teller og nevner faktisk er deriverbar pa et dpent intervall rundt den

verdien som x gar mot og at ogsa nevneren er ulik null i et slikt intervall.

4.4.12| Vi starter med & finne den deriverte til f,

fla)=——

(x 1)

Vi har tre kategorier med kandidater til lokale og globale maksimum- og minimums-
verdier:

(i) Kritiske punkter, der f’(z) = 0. Det finnes ingen x slik at f'(x) = —ﬁ =0.

(ii) Singulere punkter, der f'(x) ikke eksisterer. Vi ser at f’(z) eksisterer i alle
punkter utenom x = 1, men dette punktet ligger ikke i intervaller [2,3].

(iii) Endepunkter av domenet. Vi har to endepunkter, 1 = 2 og z2 = 3.

Vi regner til slutt ut funksjonsverdiene i alle kandidatene for & finne maksimum og
minimum.

1 1 1

f(fﬁl):ﬁ:l, f(952):3_71=§-

Konklusjonen er at det globale maksimumet til f pa intervallet [2,3] er 1, mens det
globale minimumet er % Det finnes ingen andre lokale ekstremverdier.

4.5.34 | Vi starter med & regne ut de deriverte til f,
f(z) = 2ze® + (2* — 3)e” = (2 + 22 — 3)e”,
f"(z) = 2z + 2)e” 4 (2 + 2z — 3)e” = (2® 4 42 — 1)e”.
Vi finner sa de kritiske punktene der f/'(z) = 0. Siden e” aldri er null, ma de kritiske

punktene tilfredstille
2?42 —-3=0.
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Denne andregradligningen har to lgsninger,
xTr1 = 1, Tr9 = —3.

Vi har ingen singuleere punkter siden f/(z) eksisterer for alle z. Videre har vi heller
ingen endepunkter da f(z) er definert for alle =, det vil si D(f) = R. Vi utfrer

andrederiverttesten,

') =1 +4—1)e' =4e >0,

f(xe) =(0-12—1)e 3 = —4e 2 < 0.
Vi konkluderer med at 1 = 1 er et lokalt minimum, mens zo = —3 er et lokalt
maksimum.

4.6.24 | Vi prover & fa sd mye informasjon ut av funksjonen f(z) = (2;7?)2 og dens deriverte

som mulig, slik at vi kan tegne en mest mulig korrekt skisse av f.

Det forste vi observerer er at f(z) < 0 for alle x < 0 og f(x) > 0 for alle z > 0. Vi
ser ogsa at f verken er odde eller like siden f(2) = 0, mens f(—2) # 0.

Vi studerer s& de deriverte til f,

322 —2)(—1) — (2 — 2)?322

) = £
 —2z(2— 1) — 3(2 — 2)?
= p
:_(2—:r)(23:+3(2—x))
24
:_(2—$)(6—IE)
x? ’
(- —x —z)(~1)) — (2 — 2)(6 — z)4x3
F(z) = — (=16 — =) + (2 )358 D) =2 —-2)(6—x)4
 a(—64+x—2+z)—4(12 - 2z — 6z + 2?)
= —
=227 + 242 — 48)
= —
~2(2? — 12z + 24)
= p )

Vi ser at

e f'(x) =0 for x =2 og x = 6. Dette er de kritiske punktene til f.
e f'(x) <0 nér z < 2 og x> 6. Pa disse intervallene er f synkende.
e f/(x) >0 nér 2 < x < 6. P4 dette intervaller er f stigende.

Tilsvarende ser vi at

o f"(x) =0 for = 6 4 21/2. Dette er vendepunktene til f.
e f"(r) < 0nar 6 —2v2 < x < 6+ 2v/2. Pa dette intervallet vender f nedover.

o f’(z) > 0nar x < 6 — 2v/2 og > 6 + 2v/2. Pa disse intervallene vender f
oppover.
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Vi ser at vi har et singuleert punkt i # = 0 siden f/(x) ikke er definert her. Vi skal
snart se at dette er en asymptote.

Vi har na funnet alle kandidater til lokale maksimum og minimum til f. Dette er de
kritiske punktene. Ved a gjgre andrederiverttesten ser vi at = 2 ma veere et lokalt
minimum, mens z = 6, ma veere et lokalt maksimum. Vi har dessuten at f(2) =0

og f(6) = 5 ~0,074.

For & finne vertikale asymtoter, ser vi etter punkter ¢ der lim,_,. = +o00. Vi ser raskt
at x = 0 er et slikt punkt siden

lim f(z) = —o0, lim f(z)= co.

r—0— r—04

Vi finner sa horisontale asymtoter ved & studere f(z) nar x — 400,

lim f(z)= lim f(x)=0.

T——00 T—r00

Vi har na mye informasjon om formen til f, s& vi bgr kunne tegne en rimelig god
skisse. Figuren under viser hvordan f virkelig ser ut.

~05

4.8.12| Vi tegner forst en figur:
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Omkretsen av rektangelet er gitt som O = 4z + 2y. Dessuten har vi at R? = 22 + 2.

Vi lgser for y,
y=v R2 - .T27

og far O uttrykt ved z alene,
O = 4x + 2v/ R? — 22
Vi finner kandidater til maksimum ved & sette % = 0. Dette gir

Q_4+2 (—2x) B 2x B
dz 2V R2 — 22 VR? — 22

Vi multipliserer begge sider med v/ R? — 22, kvadrerer og lgser sa for z,

0.

4/ R? — 22 = 22
16(R? — 2?) = 42?

4R? = 52?
4 1
=141/-R=2/-R.
SRt
Vi er kun interessert i > 0, derfor ser vi bort i fra lgsningen x = — %R.

Satt inn i uttrykket for y far vi

1 1
—JR2-ZR2= /=R
y=\ -k \/;

Den maksimale omkretsen av rektangelet er altsa

1 1 1
O=14. 2\/;}3 n 2\/;}2 _ 10\/;}2 _ 10\253 — 2VBR.
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