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Substitusjon for bestemte integraler

Husk kjaerneregel

< (a(6) = (a(1) &' (1)

ved fundamentalteoremet (del 2) vi far

[ (a0 ot = F(g(b)) - F(g(a))

hvis A= g(a) og B = g(b) vi kan skrive

b B
[ F e @) de=F(B)-F(A) = [ F(u)du

Integrasjon



Bempler

Oppgave 45 Finn

‘/? 1+ cos(x)dx.
0
Lgsning Vi skal bruke at 1+ cos(x) = 2cos”(%) og

[ 7608/ (x) dx = £(a(8)) - F(8(a)).

Ved hjelp av 1+ cos(x) = 2cos”(%) vi far

/? 1+cos(x)dx:\/§/7cos(;—()dx,
0 0

g)=% (=5 Flu)=cos(w)  Fu)=sin(w)

[0%\/1+cos(x)dx=2\/§f0%cos(g)%dx=2\/§]0-%f’(g(x))g’(x)dx=
= 2V/2(f(8(3)) - (8(0))) = 2V2(sin(3)) ~sin(0))



Oppgave 45 Finn

fog\/1+cos(x)dx:\@fo%cos(%)dx,

Lgsning Vi kan bruke substitusjon pa en litt annen mate ved 3 definere
A=g(a) og B=g(b) og sa bruke

b B
fa f'(g(x))g’(x)dt:f(B)ff(A):fA F(u) du.

Som fgr tar vi

g(X)=%a g'(X):%, f'(u) = cos(u), f(u) =sin(u)

da A= g =0og B = % vi bruker formelen i rekkefglgen

b B
[ Fet0)g (x)de= [ (u)du=F(B) - F(A)

dette gir

2\6/0%COS(%)%dX=2\@/O%cos(u)du:Zﬂ(sin(%)—sin(O)):2,

Integrasjon



Eksempler

Oppgave 18 Finn det ubestemte integralet

/ dx
exX +e™x

Lgsning Dette betyr at vi skal finne den antideriverte av funkjonen og legge til en
konstant. Ved hjelp av fundamentalteorem del 1 den antideriverte er

F(X)=f:7tdt og fidx =F(x)+C

I’
et +et eX +eX

Vi nd bruker substitusjon for 3 finne F(u) og
Fu) = [ F(8(:)) 8’ (x) dx = F(a(w)) - F(a(a).

Vi prgver med

g(x)=¢€", g'(x)=¢€", f(y)= f(y) = arctan(y)

y2+1’

e +e™x

F(u) = fau _dx = _/au '(g(x)) g’ (x)dx = _/au % = arctan(e")-arctan(e?),
og

dx
[ ——— =arctan(e®) + C
eX +e™x

Integrasjon



Eksempler, litt annerledes bruk av substitusjon

Oppgave 18 Finn det ubestemte integralet

f dx
eX +e™x

Lgsning Dette betyr at vi skal finne den antideriverte av funkjonen og legge til en
konstant. Ved hjelp av fundamentalteorem del 1 den antideriverte er

x o dt d
F(X):f 4 —;» ©°8 /7)( =F(x)+C.
a et+et eX + e

Vi na bruker substitusjon for & finne F(u) og vi bruker som fgr

g(x)=¢€", g'(x)=¢€, f(y)= f(y) = arctan(y)

y2+1’

og ved & definere A=g(a)=¢e? og U=g(u)=e" og sd bruke

Fu - [ 22 [ - e g b [T dy - rw)-ra)

U1
F(u) = ] dy = arctan(U) — arctan(A) = arctan(e") — arctan(e?),
A y2+1
og sa
d
f T arctan(e”) + C

eX +e™x

Integrasjon



Arealen mellom to kurver

Eksempel 2

Finn arealen av omraden omringet av kurvene y = x° — 2x og
y=4- x2.

Eksempel 3

Finn arealen av omraden som ligger mellom kurven y =sin(x) og
y =cos(x) fra x =0 til x =27.

Eksempel 4

Finn arealen av omrade som ligger pd hgyre siden av parabelen
x = y? — 12 og til venstre for linjen y = x

Integrasjon



Forelesning (15.10.2014): kap 6.1, 6.2 og 6.5

m Delvisintegrasjon
m Delbrgkoppspalting og integrasjon av rasjonale funksjoner

m Uegentlige integral

Integrasjon



Delvisintegrasjon

Regel for den deriverte av en produkt:

dv

— + V(%) v
dx dx

2 (UIV()) = U)

vi integrere pa begge sider

b d b dv b qU
[a &(U(X)V(X))dX=/a U(x)adx+/a V(x) S dx

og bruker fundamentalteoremet pa venstre siden sa

b dv b d
UGV ()L = f UG) 2L dx + f Vi) @Y dx
a dx a dx
som kan ogsa skrives som

/abU(X)(::ll\: dx = U(X)V(X)g_fabv(x)(cj/gdx

Integrasjon



Vi bruker

/;bu(x)j—)\: dx = U(X)V(X)|§‘/;b V(X)C:/_gdx'

Eksempel 5:
e 5 2
. X (In X) dx

Oppgave 15:

1sin71(x)
ﬁ 2 dx

2



[1 Sinflz(X) dx = [ sin” (x)| 1: (sin"'(x)) dx]

3 X X

—

og da

I

fl—smx(x) dx = — sin_1(1)+2sin_l(%)+ﬁlidix(Si”_l(x))dx

for integralen

[Nl

11d,. 1
é o (sin™"(x)) dx
bruker vi substitusjonen

1 1 du d

Ll:SiI'171(X)7 ;:W, aza(sinfl(x)),

11d,._ sinh(1) 1 n
ﬁ = (sin 1(x))dx=Ln_1( e |n|csc(u)—cot(u)||sn_1§1>)

2

/1 sm:(x) —sin~ (1)+2$|n71( )+In|1-cot(sin *(1))|~In|2—- cot(smfl( )

2



P g
Q(x)



P(x)
—dx
Q(x)
vi skal se at det er lettere & integrere nar
grad(P(x)) < grad(Q(x)).



Integraler av rasjonale funksjoner

P(x)
Q(x)
vi skal se at det er lettere & integrere nar
grad(P(x)) < grad(Q(x)).
Hvis dette ikke er tilfellet prgve vi & skrive P(x) som

dx

P(x) = Q(x)Q(x) + R(x)

med Q(x) og R(x) to polynomer av grad mindre enn grad(P(x)).

Integrasjon



Integraler av rasjonale funksjoner

P(x)
Q(x)
vi skal se at det er lettere & integrere nar
grad(P(x)) < grad(Q(x)).
Hvis dette ikke er tilfellet prgve vi & skrive P(x) som

dx

P(x) = Q(x)Q(x) + R(x)

med Q(x) og R(x) to polynomer av grad mindre enn grad(P(x)).
Sa

P(x) _ 4 R(x)
IO RNy
her er Q(x) et polynom ( dvs lett 3 integrere) og vi kan hape for

at % er slik at grad(R(x)) < grad(Q(x)) og ogsa lett &

integrere (i motsatt fall ma vi repeterer prosedyren for gg;)

Integrasjon



m linexer

f ¢ dx=£|n|ax+b|+C
ax+b a



m linexer

f ¢ dx:£|n|ax+b|+C
ax+b a

m kvadratisk

1
dX:§|n|x2+aZ|+C

1 1
—— _dx=-tan! (§)+ C
x2 + a2 a a

X 1 s 9
X2_32dx:§In|x -a|+C

1 1 -
—dx:—ln|X a|+C
x? - a? 2a  |x+ 4|



Delbgk

La
Q(x) = (x-a1) - (x—a2)(x-an),
P(x)

med a1, a>...,a, reelle, og la grad(P) < grad(Q) da 260 kan
delbrgkoppspaltes i formen
P(x) Aq A A,
= —+ + e+ —
(x—a1)(x—ap) (x-a1) (x-a2) (x—an)

der A,..., A, er konstanter.



Delbgkoppspalting

La

)
) kan

Q(x) = (x—a1) - (x—az)-(x—an),
med a1, a> ..., a, reelle, og la grad(P) < grad(Q) da g((i
delbrgkoppspaltes i formen
'D(X) Al A2 An
= + e ——
(x—a1)(x—ap) (x-a1) (x-a2) (x—an)
der Ay, ..., A, er konstanter.

Rasjonale funksjoner g(ig med grad(P) < grad(Q) kan
delbrgkoppspaltes. Se '§'eorem 1 Kap 6.2.

Integrasjon



Delbgkoppspalting

La

Q(x) = (x—a1) - (x—az2)(x - ap),
med a1, a> ..., a, reelle, og la grad(P) < grad(Q) da g((ig kan
delbrgkoppspaltes i formen

'D(X) Al A2 An
= + + “ee +
(x—a1)(x—ap) (x-a1) (x-a2) (x—an)

der Ay, ..., A, er konstanter.
Rasjonale funksjoner g(&g med grad(P) < grad(Q) kan
delbrgkoppspaltes. Se Teorem 1 Kap 6.2.

Merk: dette er nyttig for & integrere g((ig

Integrasjon



Oppgave 28 kap 6.2

1
——————df
/ cos(0)(1 +sin(0))
Igses ved substitusjon som fgrer til en rasjonalfunksjon og sa
delbgrkoppspalting.
Substitusjon x = sin(0) gir

1 1
]cos(@)(1+sin(0))d6:/(1—x2)(1+x)dx

Vi delbgkoppspalter

1 A B C
(1-x2)(1+x) 1-x 1+x (1+x)2

og A+B+C=1,2A-C=0,A-B=0,0gs8 C=3, A=B=3;

1[0 1 1 1
/(1 x2)(1+x) 4[1 X7y 1+xdx+§/(1+x)2dx

1 1
fcos(@)(1+sm(€)) d0 = In\l 5|n(9)\+7ln|1+sm(9)| 21+sm(0)

Integrasjon



b
I:f f(x) dx

m Type 1: ndr a = —oo eller b = oo eller begge deler.
A= f . dx

m Type 2: ndr f(x) er ikke begrenset nar x — a eller x — b.

Af—dx



Teorem 3 kap 6.5

La
—c0<a<b< oo
og
0<f(x) < g(x).
Hvis
b
[ g(xax
konvergerer da
b
f f(x)dx
konvergerer og
b b
f f(x)dx < / g(x)dx.
a a

(Viceversa hvis [ab f(x)dx divergerer da ]abg(x)dx divergerer.)

Integrasjon



Beregn

00 1
/o r )+ 2)(x13)



Forelesning 13.10.2014: kap 6.6-6.8 Numerisk integrasjon

m Trapesmetode
m Simpsons metode

m Bruk av Taylorformel for approksimasjon av integraler

Integrasjon



Trapesregel

Numerisk tilneermelse av

/ab f(x) dx.

Bruk en partisjon av [a, b| med ekvidistante noder:

a=xg,x1=a+hxx=a+2h,...,x,=a+nh=>b, h=

anta at vi kan fa take i verdiene
f(x0), f(x1),.-., f(xn)

approksimer integralet pa hver subintervall [x;_1, x;] med integralet til en
linezer tilnermelse til £:

Xi N f(X,'_l) + f(X,‘)
];;_1 f(x)dx -5

sd ved & legge sammen bidragene far vi

fabf(x)dx_éfxi ZH:M

i=1

Integrasjon



Trapesregel

Trapesregel er en numerisk tilnaermelse av

/abf(x)dx

gitt av

T, = h(;f(xo) FFa) + FOR) + o F(xo) + ;f(x,,))

Teorem 4

Hvis f er to ganger deriverbar med en kontinuerlig andre deriverte
pd [a,b] og |f"(x)| < K pad [a,b] da

. K(bfa)h2 _ K(b-a)?
- 12 o 12m2

Uabf(x)dx— T,

Integrasjon



Simpsonsregel

Numerisk tilneermelse av

/ab f(x) dx.

Bruk en partisjon av [a, b] med ekvidistante noder:

a=xp,xy=a+h,xx=a+2h,...,x,=a+nh=b, h=

anta at vi kan fa take i verdiene
f(x0),f(x1),...,f(xn)

n partall. Approksimer integralet pd hver subintervall [x;_1, x;.1] for
J=1,...,2, med integralet til en kvadratisk tilnermelse av f:

21

fxiﬂ f(x) dx ~ g (F(xj-1) +4F () + f(x541))

sd ved & legge sammen bidragene far vi
g

f f(x) dx = Z/ ) 20 (FOg-2) +4F05) + F50))
a :

Integrasjon



Simpsonsregel

Simpsonsregel er en numerisk tilnaermelse av

Lbf(x)dx

der man lager en partisjon av [a, b] med n ekvidistante noder og n er
partall og slik at

S, = g (F(x0) +4f(x1) +2f(x0) +4F (x3) + -+ + 2f (Xp2) + &4F (Xp-1) + F(Xn))

Teorem 5

Hvis f er fire ganger deriverbar med en kontinuerlig fiarde deriverte pa
[a,b] og |[f)(x)| < K pa [a,b] da

K(b—a)h4: K(b-a)®

<
180 180n*

fb F(x)dx - Sn

a

Integrasjon



Bruk av Taylorformel for approksimasjon av integraler, kap. 6.8

Eksempel 4
Betrakt integralet

1 2
f e* dx
0

finn en tilnzermelse av integralet med en feil som er mindre enn 10°*.
Lgsning Vi bruker Taylorformel (Taylor-MacLaurin, en approksimasjon av
e* om x =0)

2 3 n
f(x):eX:1+x+X—+X—+~--+X—+E,,(x)
2 3l n!
der
E _ eX n+1 X 0
n(X)_ (n+1)!x ) E( ,X)
Siden 0< X <ldaeX<e<3og
B ()] € o x™

(n+1)!

Integrasjon



Bruk av Taylorformel for approksimasjon av integraler, kap. 6.8

Ved 3 erstatte x med x? i Taylorformel og 3 integrere pa begge sider vi far
Yy g g

1 1 4 6 2n 1
/ exdx:f 14x2+ o d g X dx+[ E,(x?)dx
0 0 2 3l n! 0

integralet pa hgyre siden er lett 3 beregne (integralet til en polynom) og

- - . . 2 - o
vi tar den som en approksimasjon av integralet av e, vi far

fl *d 1+1+ ! + 4 ! +/1E(x2)dx
e ax = — [ - n
0 3 5.2 (2n+1)n! Jo

der /01 E,(x?)dx er feilen (som skal da vaere mindre enn 10°*) s&

’/01 E,(x?)dx

nd ma vi sgrge for a ta n stor nok slik at

3
(n+1)1(2n+3)

<

1 3
2(n+1) _
(n+1)!fo * T (h+1)1(2n+3)

<107

dette skjer med n = 6.

Integrasjon



