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a) Definisjonsmengden til f(z) = 2% — 1 er Dy € (—00,00), som gir at

Vi € (—00,0)
En skisse av funksjonen kan se slik ut:
f(x)
2 £
1 £
i | x
-1 1 2

Siden f(x) er en-til-en, s& har f(z) en invers. Dette ser vi ved & bruke den
horisontale linjetesten. Hvis man ikke overbevises av denne testen, sa kan
man bruke definisjonen:

En funksjon f(z) er en-til-en pa et definisjonsomrade D hvis og

bare hvis f(x1) # f(xg) for ©1 # x9 i D.
Vi bruker altsd denne definisjonen til & vise at f(z) = 2 — 1 er en-til-en:
Vi kan bruke en teknikk kalt Reductio ad absurdum (latin). Her antar vi det
motsatte av det som skal bevises for sd & komme frem til en selvmotsigelse:

Anta at f(x) = 23 — 1 ikke er en-til-en, dvs det eksisterer to verdier i definisjon-
smengden x1,x2 € R hvor 1 # x9 slik at f(x1) = f(x2). Det betyr at

x?—lzx%—l & i =75 & T =22

men vi har antatt at x1 # x9 folgelig har vi en selvmotsigelse, og dermed er
f(z) en-til-en.
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For & finne den inverse funksjonen, f~1(z), s ser vi at
fl@y=a’-1=y

gir
r=Yy+1=1"y)
Vi bytter z og y og far at

o) = Vo +1
Fra definisjonen har vi at
Df—l = Vf og Vf—l = Df

1

b) Definisjonsmengden til f(x) = s

er Dy € (—o0,—1)U(—1,00), som gir at
Vf = (—OO, O) U (07 OO)

En skisse av funksjonen kan se slik ut:
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d)

Siden f(x) er en-til-en, sa har f(z) en invers. Dette ser vi ved & bruke den
horisontale linjetesten.

For & finne den inverse funksjonen, f~!(z), s& ser vi at

1
f@) =17 =v
gir
r=——1=["y
; ()
Vi bytter z og y og far at
F@) == -1
x

Fra definisjonen har vi at
Df—l = Vf og fol = Df
Definisjonsmengden til f(x) = ﬁ er Dy € (—00,00), som gir at

Vi€ (0,1]

En skisse av funksjonen kan se slik ut:

f(z)

Siden f(x) ikke er en-til-en, s& har ikke f(x) en invers. Som vi altsd ser ved
bruk av den horisontale linjetesten. Eventuelt kan man igjen bruke definisjonen
av enentydige funksjoner ved & observere at nar man velger 1 = —1 og 29 = 1
sa far man at f(x1) = f(z2).

Definisjonsmengden til f(x) = ﬁ,x >0er Df € [0,00), som gir at

Vi e (0,1]

P& grunn av funksjonens definisjonsmengde, s& er f(x) en-til-en (f(xz1) # f(x2)
der z; # x9). Folgelig har den en invers.
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En skisse av funksjonen kan se slik ut:

gir

o=d/2 1= 1)

Vi er her bare interessert 1 > 0. Dermed har vi at

1
U y) =4/ -1
(y) ;
Vi bytter z og y og far at
1
-1
=4/=-—1
1@ =y

Fra definisjonen har vi at
Dy =Vy og Vi1 =Dy
e) Definisjonsmengden til f(z) = 2? + 22,2 < —1 er Dy € (—o0, —1], som gir at

Vi€ [=1,00)
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En skisse av funksjonen kan se slik ut:

()

34%

P& grunn av funksjonens definisjonsmengde, sa er f(z) en-til-en. Folgelig har
den en invers. Ved & fullfgre kvadratet s far vi at

flx)=2’42z=(x+1)2—-1=y
Dermed har vi at
r=%Vy+1-1=f"y)

Vi er her bare interessert i x < —1. Dermed har vi at

) =—Vy+1-1
Vi bytter = og y og far at

)= —Var 11
Fra definisjonen har vi at

Ds1=V; og Vjpi1=Dy

Oppgitt er f(z) = 22 og g(z) = \/z, dermed er
7 (9(@)) = FVE) = (VB)? = 2]
0g
g(f(x)) = g(a*) = Va? = x|
Siden f(x) ikke er en-til-en, s& har ikke f(x) noen invers. g(x) er dermed ingen invers
til f(z). Vi merker oss forgvrig at hvis > 0 for f(z) s& hadde g(z) veert den inverse

til f(x).
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Oppgitt er f(z) = 2% og g(z) = 1 — /7, dermed er
(fog)(a) = flg(x)) = fF(1 - V) = (1 - Vz)?

0g
(9o f)(@) = g(f(x)) = g(a”) = 1= Va? = 1 - |af
Vi ser da at
Dygog €[0,00) 0g Viog € [0,00)
0g

Dyoy € (—00,00) og Vyor € (—00,1]

e For g(z) =z — 5 og f(x) = /T s4 har vi at
(fog)(x) = fg(x)) = f(x —5) =vz =5
e For g(z) =2+ 1 og f(x) = 2 — 1 sa har vi at
(fog)(@) = flg(x)) = fle+1) = (z+1)° =1 =2+ 2z
e For f(z) = vz — 3 og (fog)(z) = V¥ — 3 sa har vi at
Vat =3 =f(g(2)) = V@) -3 & g(z)=2a"

e For g(z) = %7 og f(x) = ;%7 sa har vi at
xT
x—1 -1 z—-(x-1)

T

fg(x)) = f(

e For f(z) =1+ 2 og (f o g)(x) =z s& har vi at

f(g(x))—1+g(1$)— & glo)=—

e For g(z) =1 og (fog)(z) = x s& har vi at
flg@) = & gl@)=f1) & [f@)=9'@) & [l@)=-
o Tor f(z) = /z og (fog)(x) = |z| s& har vi at
flg(@) = V(@) = || = Va? & g(x) =2’
Dermed blir den utfyllte tabellen seende slik ut:
| 9(@) | fl@) [(fog)) |
z—5] Vr | Jr—5

x+1] 22—1 | 22+ 2z
2t | Vr—=3| vVt -3

L
z z x
z? Vi ||
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a) For 1P har vi at
Ay 600—150

— = =4
Ax 20 —-10 g
Altsa har vi at stigningstallet til sekanten Q1P er 45m/s. For Q2P har vi at

%_600—294_51
Ar  20—14

Altsé har vi at stigningstallet til sekanten Q2P er 51m/s. For Q3P har vi at

Ay 600 — 382

Ar 20-16 4P

Altsa har vi at stigningstallet til sekanten Q3P er 54.5m/s. For Q4P har vi at
A 600 — 488
e T
Ax 20 — 18

Altsé har vi at stigningstallet til sekanten Q4P er 56m/s.

b) Siden
Ay 600-0
Az~ 20-10
sa har bilen alts& fatt en fart pa omtrent 60m/s etter 20 sekunder .

60

@ a) Vi ser pa funksjonen

sinx
flw) ==
som gir oss tabellen
A iC)
0.1 0.9983

0.01 0.999983
0.001 | 0.99999983

Det er dermed ikke s& vanskelig & overbevise seg om at

sinzx

lim =1
z—0 X
b) Fra funksjonen
sinz — 10729999
fla) = .
sa ser vi fra fglgende tabell
T f(z)
0.1 0.98831
0.01 0.989937
0.001 0.9899305
1077 0.989767
10714 —0.01032761
1030 —0.01071519
10—10000 | _9.99999 . 107
10710000001 —300000 - 109%%
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at

lim f(x) = o0

a) Den deriverte til funksjonen f(x) = v/3z er gitt ved
F(2) = lim flat+h)—f@) _ V3@ +h) —vBr B +h)+ V3
o0 h o0 h «/3(x+h)+\/3§
2
- (\/3($+h)> - (\/3?)2 — im 3(.%‘+h)—3$
W IR Ve W Bk (Va At va)

_ & 1 V3
=V TR e 2

b) Vi har at
y =y =a(z— 1)

er likningen for en rett linje gjennom punktet (z1,y1). Siden stigningstallet a er
gitt ved a = f’(x1), s& har vi at

Dermed har vi at

er en likning for den rette linjen.

a) Sant, uttrykket oppfyller kravene for en grenseverdi.

b) Usant, en grenseverdi kan eksistere i et punkt selv om funksjonensverdien ikke
er lik grenseverdien.

¢) Usant, denne greseverdien eksisterer ikke, siden grensen fra hgyre (1) er forskjel-
lig fra grensen fra venstre (2).

d) Sant, funksjonen er ikke definert for verdier stgrren enn 3.

e) Sant, uttrykket oppfyller kravene for kontinuitet (spesielle krav for endepunkt).

. 827 + 12 _ 8+ L 8
lim = = lim T 0 3 = =2
z—o00 425 + 34 + 10z + 2 zooo4+ 34 194 2% 4
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For funksjonen

r(x? —1)
f(z) = m
eksisterer det ingen utvidelse i # = —1 og = 1 slik at f(x) blir kontinuerlig.

Uansett hvilke verdier vi legger til for x = +1, si vil ikke grenseverdien fra hgyre
gd mot grenseverdien fra venstre i x = 41, fglgelig tilfredsstilles ikke alle krav for
kontinuitet. Dette ser vi ved observasjon av grafen nedenfor:

f()

2 +

1
—? < 22 sin — < x>
T
For x # 0 har vi at

1
—1<sin—<1
T

som stemmer siden sinusfunksjonen er en begrenset funksjon fra -1 til 1. £ = 0 er
ikke relevant siden vi ikke kan dele pa null.
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Vi har at g(z) = —2?, f(z) = 2%sin1 og h(z) = 22, som gir g(z) < f(z) < h(z). Vi
ser ogsa at

lim g(z) = lim h(z) =0

z—0 z—0

Da gir skviseteoremet oss at lim,_,o f(z) = 0.

0.1

Vi ma ha at lim,_,_o f(x) = f(—2). Vi ser at

lim f(z)= lim x=-2

T——2" T——2"

0og
F(-2) = b(-2)* = b

Dermed far vi likheten 4b = —2 som gir at

1
h= ——
2

f er ikke kontinuerlig pa [—1, 3].

Diskontinuitetspunkt: z = % ogxr=1
Dette ser vi ved & bruke kontinuitetstesten:
En funksjon f(z) er kontinuerlig i * = ¢ hvis og bare hvis den oppfyller folgende
krav:
1. f(c) eksisterer

2. limg_,. f(z) eksisterer
3. limy . f(z) = f(c)
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2 2
lim(\/$2+x_\/x2—$)=lim(\/x2+x_\/x2_$),\/m +x+Vz T
T—00 T—00 \/$2+x+\/l'2—;1;'

= lim = lim
:Jc—>oo\/:1:2—|—$+\/x2_$ ‘T_mo\/x2+x+\/:1:2—gj
1

=2 lim

1
:2.5_

15| a)

4(z? +3) — 3z(2x)  4a® +12 —8z* 12— 4a?

o) — - =
f@) =" 3 @537 @13
b) Stigningstallet i tangentligningen y—y; = ai(x —x1) er gitt ved a; = f’(x)‘lez
12 -4 1
!/
1 = — = —

Dermed har vi at

1 1 1
y=ai(r—z1)+ 1 Q(x )+ 2x+2

¢) Det nye stigningstallet as finner vi ut ifra folgende likning:
asa] = -1 a9 =—— = -2
ax

Dermed har vi at
y=—-2x—-1)+1=-2x+3
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Langs funksjonen y = 22 = f(z) har vi for en hver z at stigningstallet er gitt ved

den deriverte av f:
f(@) =22

I et eventuelt tangeringspunkt ma stigningstallet der vaere gitt ved

a_%_y—(—2)_$2+2
CAzr x—0 x

Dermed har vi to likninger for stigningstallet uttrykkt ved x. Kombinerer vi disse s&
far vi at

2
2
vt =2z
x
Dette gir oss andregradslikningen
22 +2 =227

som har lgsningene x = 41/2. Dermed er stigningstallet a = 421/2. Altsa har vi to
tangentlinjer som gér igjennom punktet (0, —2):

Y =—-2—2V2z og ys=—-2+2V2z

/(@)
6 4
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a) Ved & bruke en substitusjon sa har vi at

b)

b)

y = <1— g)_g =u" = f(u)

der

Dermed gir kjerneregelen oss at

a9 () =)

Tilsvarende:

der

Som til slutt gir

Nér v =0 s har vi at
2 —4t+3=0

som har lgsningene

t:_(_4)i\/<_4)2_4'1'3:2i1
2.1

Farten er dermed lik null nar ¢ = 1 og nar t = 3. Siden

a(t)=7'(t) =2t — 4

sa har vi at
a(l)y=-2 og a(3)=2
Faktorisering gir at
v=t>—4t+3=(t—1)(t—3)

Partikkelen beveger seg bakover nar v < 0 og forover nar v > 0. Dermed vil
partikkelen bevege seg forover for 0 <t < 1 og t > 3, mens den beveger seg
bakover for 1 < t < 3. Et fortegnsskjema kan her veere nyttig:

0 1 2 3
t
(t—1) ke
) S S S T
(b= 1)(t—3) H—

Ved & sette
a(t)=2t—4=0
sd finner vi at akselerasjonen er null nar ¢ = 2.

Hastigheten er gkende hvis a(t) > 0 og avtagende hvis a(t) < 0. Altsa har vi at
hastigheten er gkende for ¢t > 2 og avtagende for 0 <t < 2.

15. august 2012 Side 13 av 15



Lgsningsforslag til teknostartgving

Den deriverte av y = \/((f(x))2 + ((g(x))? er gitt ved

dy 1 1
T - = 5 (2f(@)f'(2) +29(2)¢'(2))
V(F@)? + (9(x))
Med de oppgitte verdiene for x = 2 sa har vi dermed fglgende verdi for den deriverte
ix=2: P ) 19
Y
—= =— - (4-14+3-5)=—
drle=2 /42 4 32 ( + ) 5

Derivasjon av x(t) og y(t) med hensyn pa t gir at

dy 1 dx 1

at i B @t aviti

Vi kan da finne uttrykk for stigningstallet:

1
dy  2vi _ Jt+1 a
—= =2 - -
d 2v/i+1 t

Likningen for en rett linje er fremdeles y — y; = a(x — x1), s&

yzwi%aw—Vﬁ+1

I punktet (z,9) = (v/2,1) har vi at t = 1. Tangentlinjen er derfor gitt ved

y=\/§w—1

Deriverer vi funksjonene far vi at

d d
ﬂ:2.9134-@ 0g ﬂ:—2x+c
dz dz

Siden (1,0) er punktet hvor funksjonene har en felles tangentlinje, si ma vi hat at

dy
dx

_ dy2
x=1 dl‘

r=1

Dette gir oss likningen
(2z +a)’x:1 = (—2x+c)‘w:1 = c—a=4

Videre ma vi ogsa ha at

0g
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Vi har né skaffet oss tre likninger med tre ukjente:
c—a =4, a+b+1=0, c=1

som har lgsningen

Vi pastar at utsagnet er sant.
Anta strikken okkuperer intervallet [a,b] for strekking. For z € [a,b] la f(z) vaere
posisjonen til punktet x etter strekking. Vi mé finne et punkt ¢ € [a, b] som er slik
at f(c) = c. Vi antar at strikken ikke brister, f blir da en kontinuerlig funksjon.
Sett g(z) = f(x) — x. Siden striken strekkes til begge sider, har vi at f(a) < a og
f(b) > b, dvs., g(a) < 0 og g(b) > 0. Skjeeringssetningen gir na eksistensen av et
punkt ¢ € [a,b] slik at g(¢) = f(c) —c =0, dvs., f(c) =c.

Vi bruker samme triks som i forrige oppgave og innfgrer funksjonen g(x) = f(x) — x.
Siden f avbilder intervallet [0, 1] inn i seg selv, har vi at f(0) > 0 og f(1) < 1. Men
det betyr at g(0) = f(0) — 0= f(0) >0 o0g g(1) = f(1) — 1 < 0. Skjeeringssetningen
gir s& eksistensen av et punkt ¢ € [0, 1] slik at g(c¢) = f(c) —c =0, dvs., f(c) = c.
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