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8.9.26 | Vi serieutvikler eksponentialfunksjonen e* om u = 0 og far

1 1
e—1+u+2u +6u +—u+ Zk:‘
Sett inn u = —t? og gang uttrykket med ¢? for & fa integranden
1 1 1 © (_1)kt2(k+1)
A =t L EE oL S T
¢ 3T T 2
k=0

Denne rekken integreres leddvis

e 1, 1 1 1 1 1 L (— 1)kt
Fg) = 2o P qt — Z 482 oy S Pt S S . S =

(@) /0 ¢ 37T R et T Tee0” 22" (2k + 3)K]
_1 k 2k+3

La P,(z) = >}, 2k NS . Observer av dette er en alternerende rekke for 0 <
r < 1. Ay fellestlmat formelen for alternerende rekker (Th. 15 s. 539) folger at

n+1 2(n+1)+3 . .
|Fiﬂci . P,(z) < U (L)+1)+3)(n+1)'\ < @mrrs e Den siste uligheten folger av at
r < 1. Mao;

1
F(z) — Py(z)] < =1/14
F@) =A@ < gy raarn Y
1
F(z) — Py(z)] < = 1/54
F@) - Re) s gorrgern - P
1
F(z) — Py(z)] < = 1/264
F@) = B@) s geyyraern Y
1

|F(x) — Py(z)| < =1/1560 < 1073

QA+ 1) +3)@d+ 1)

Polynomet Py(z) tilnzermer F'(z) med feil mindre enn 1073 i intervallet [0, 1].

8.9:37| Forst finn vi Maclaurin-rekka til f(z) = cos2x. Dei deriverte av cos 2z er

f(x) = cos 2z, f(x) = —2sin2x
1" (x) = —22 cos 2, O (z) = 23sin 2z

FI@) = (—1r2eos2e, [P (@) = (~1) 2 sin 2
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Maclaurin-rekka til f(x) er difor

> ey E

k=0 ! j=0

J22J 2

Her er det brukt at cosO = 1 og at sin0 = 0. Ved a bruke identiteten som er gitt i

cos 2z

oppgava fglgjer at Maclaurinrekka til sin? z er lik rekka til % — 55

o0
——lz J22J 2
2 2

Jj=0

—_

+1925—1
(—1)7 .2'j 2
< (2!

hE

<.
Il

Ved & derivere rekka leddvis far ein at Maclaurinrekka til (sin? z) = 2sinx cosz er

lik

(—1)i+192%-1
— 1)!

i ]+122_] lo;
Z szj 1_

Mg

7j=1
Maclaurin-rekka til g(x) = sin 2z finn vi p4 samme mate som vi fann rekka til cos 2z.
g(x) = sin 2z, g (x) = 2cos2x
g"(x) = —22sin 2z, g (z) = —23cos 2z
g®(z) = (—1)"2?"sin 2z, gt (z) = (=1)"22"*1 cos 2z
Ved & bruke at cos0 =1 og sin0 = 0 far ein at Maclaurinrekka er lik

k)
g"0) 4
> v

k=0 ’ Ji

(—1)iH+1227+1
(27 +1)!

2j+1

~T

I
=)

Ein kan lett sja at denne rekka er lik rekka ovanfor ved & endre summasjonsgrensa.

8.10.8| Vi bruker formelen for binomiske rekker.

(1+2%)73 = +Z< > 1—§x —|—§x T +...

8.10.18 | Formelen for binomiske rekker gir oss
(1—a®) ™2 = (1-2)" _1+Z< > —2?)" = 14222 + 32 + 425 + 528 + .

Vi multipliserer denne med 2z.

e e}

2
ﬁ =2z +42° + 627 + 82" + 102" + - = Y 2k + 12!
k=0

Alternativt kan man se at ((1 — x2)*1)l = (1 — 2%)72. Vi kan dermed komme fram
til det samme svaret ved & derivere rekkeutviklingen til (1 — 22)~1.
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15.1.1| d. Vi ser at v = 0 nar y = —x, det tilsvarer de horisontale pilene i figur d.

15.1.2] ¢. Siden y’ ikke avhenger av z, er figur ¢ den eneste muligheten. Vi ser ogsa at
y =0néry=—1.

15.1.3| a. ¥y’ = 0 ndr x = 0 (horisontale piler) og 3’ gar mot +oo (vertikale piler) nar y
gar mot 0 og = # 0.

15.1.4| b. o/ = 0 (horisontale piler) nar y? = 22, det vil si nar y = z og y = —x.

15.1.14 | Picards iterasjonsmetode er gitt som

Ynt1 = Yo +/ f(t yn(t))dt

Med f(z,y) =z +y og yo = y(0) = 0 far vi
yo(z) =0

r 1
yl(x):O—i-/ tdt = —a?
0 2

( )—O+/$(t+1t2)dt—1 2, 13
yo(z) = ; > =5 g

()—O+/$(t+1t2—|—1t3)dt—1 S S
ysle) =0 Tt T —ot T T "

15.2.20| Dette er en separabel differensialligning.

dy
-7 — (1 =
e (1l —y)

Bruk initialbetingelsen til & finne Cy = 7.

1,2

ylx) =1—"Te 2
Alternativt kan man lgse ligningen ved hjelp av integrerende faktor. Ligningen er
oppgitt pa standardform der P(x) = z og Q(x) = x. Vi finner integrerende faktor.

U(I‘) _ efP(a:)da: _ e%a}Q
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Multipliser begge sider av ligningen med v(x) og integrer.

1.2 1.2 1.2
= , = =
ey +e2¥ xy=e2"x

(ye%xQ)/ S

Bruker initialbetingelsen og finner C3 = —7.

1,2

ylx)=1—"Te 2

15.2.22| a) Ligningen er allerede pa standardform med P(t) = % og Q(t) = 0. Vi finner
integrerende faktor.
v(z) =l Pt = em'

Multipliser og integrer.

Ly kpku

em‘y +em’ — =0
m
&
(emtu)/ =0
k
emly =C}

u(t) = Che m!

Bruker initialbetingelsen til & finne C7 = ug.

u(t) = uge " m!

b)
du ku
— 4+ —=0
dt  m
1 k
—du= [ (——)dt
[am= e
Injul =——t+Cs
u(t) = Cse mt

15.2.28| Vi har fplgende sammenheng

Endringsraten av CO i rommet = Raten CO kommer inn — Raten CO gar ut

La y(t) veere mengden CO i rommet, og V' = 4500 veere volumet av rommet. Da blir

t
Raten CO gar ut = # - Raten luft blir pumpet ut
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Bruk at luft blir pumpet inn og ut med samme rate 0.3 og luften som blir pumpet
inn inneholder 4% CO, da far vi av den fgrste sammenhengen

dy(t) 4% 03
a0 100% 45007

(t)
Vi setter denne pé standard form.

dy(t) 0.3

2 () = 0.3-0.04
4 asog¥® = 0300

Her er P = % og @ = 0.3-0.04, denne differensialligningen kan lgses ved a multi-

plisere med integrerende faktor v(t) = e/ Pdt = e1500". Vi far

0s, , 0.3

¢ 1500

(yeasnt) = 0.3 - 0.04e00"

0.3 4 0.3 4
€500 y = 0.3 - 0.04e 2500

0.3 4 0.3 4 0.3 4
ye1500” = [ 0.3 -0.04e1500" dt = 4500 - 0.04e2500" + C'

Ser at 4500 - 0.04 = 180. Bruk sé initialbetingelsen y(0) = 0 til & finne C' = —180,
det gir

y(t) = 180 (1 — e’ )

I oppgaven spgr de om hvilken ¢ som gir % = %ﬁ%} :

@ = 4500 - 0.01
YW= 00

034
1 —e 300" = (0.0025
e~ 3t = 1 —0.0025 = 0.9975

0.3
——° ¢ = In(0.9975)

4500
4500

Det tar altsi cirka 38 minutter fgr karbonmonoksidkonsentrasjonen néar 0.01%.

15.3:1] a) Av likning (1) far ein at farta til syklisten er lik
v(t) = voe Ft/™

der v0 = v(0) = 9m/s, k = 3.9kg/s og m = 66 + 7. Ved & integrere far ein at

S(t) = /U(t) dt = vo/e_kt/m dt = C — %e—kt/m_
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Konstanten C finn ein ved & bruke at s(0) =0= C = %e‘k'o/m = 0. Sa
s(t) = %(1 - eikt/m).

Strekninga syklisten rullar finn ein ved & finne grensa lim;_,, s(¢). Strekninga
syklisten rullar er difor lik

lim s(t) = lim = (1 — e /™) = T2 ~ 1685,

t—o00 t—o00
b) Tida det tek for syklisten rullar i 1m/s er lik
7kt/m — 1
I
t
Invg— — =1Inl
m
4

m In v
t= ~ 41.1.
k

v(t) = voe

Det tek med andre ord tilnaerma lik 41.1 sekund for syklisten rullar med ei fart
pa 1m/s.

Eksamensoppgave 27| a) Nar z — 0 er dette eit ’8/ uttrykk. Ved & bruke analysens

fundamentalsetning og I’'Hopital’s regel fglger

(1 + t2) dt In(1 + 2? 2
lim fo 1+t zlimwzlim:7x=1/3.
—0 x3 a—0  3x? a—0 (14 22)6x

b) Dette er ei separabel differensiallikning. Ved & samle x og y ledda pa kvar si
side av likskapsteiknet og deretter integrere far ein

ydy=—3
4
v /)2=—-1/z+C
4
y==+yC—2/x.

y(1) =1 gir at y(z) = +,/3 — 2.

Eksamensoppgave 50‘ Opplysningene i oppgaven gir oss at

P
d df‘t)_ = kP(t)e ™, der k er en konstant
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Dette er en separabel differensialligning.

1
/FdP:/k‘eatdt

k
In|P| = —Eefat +

_kg—at

P(t) = Cye™ @
Bruk initialbetingelsen til & finne Cy = Poeg.
P(t) = Pyea 1=
Ved & ta grenseverdien far vi
lim P(t) = Pyee

siden v > 0. Dette er en konstant.

Eksamensoppgave 78

a) Vi ma forst vise at formelen gjelder for n = 1. Vi deriverer f(z) direkte

1
fl@)= ———
2(1 —x)2
Sett inn n = 1 i formelen, dette gir
1
flla)=——5
2(1 —x)2

Siden disse er like har vi vist at den gjelder for n = 1. Vi antar s& at formelen
gjelder for n = k, det vil si

Wi (R
@) 221 — o)

2k+1
2

Vima vise at den deriverte av dette uttrykket tilfredstiller formelen for n = k+1.
Vi deriverer

df®)(z) (2k)! 2k +1
dx N 22k (1 — x) 2hEL 4 2
B (2 +1)!
N 22k+1k!(1 _ x) 2k2+1+1
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b)

Gang med 2(k + 1) over og under brokstreken.

(2k +2)!
B 92k+2(k + 1))(1 — z)*5 1
_ 2k +1))!
20k (k4 D)1 — )
= f* (@)
Vi har vist at w = f*+1(z), som er det andre kravet i et induksjonsbevis.

Ved induksjon fglger det at formelen gjelder for alle heltall n > 0, som var det
vi skulle vise.

Taylors formel gir

Py(z) = f(0) + f'(0)z + f”(o)m2 n f”’(w)gc3

2! 3!
(4)
Rs(x :f4'(c)x4, foren0<c<zogz<l
Vi setter inn i formelen for de deriverte og finner
f(0)=1
(2n)!
f(n) (O) - 22"77,!
Dette gir
1 3 5)
Py(z) =1+ -a+ 222+ >
3(x) + 236—1— g% + 16
35
Rs(x) = @(1 - c)_%xA‘, for en ¢ mellom 0 og z, og = < 1.

¢ mé veere i intervallet [—0.1,0.1]. Vi velger ¢ = z = 0.1 da det gjor at restleddet
Rs3(x) blir stgrst mulig, slik er vi garantert at feilen er mindre enn R3(z).

35 9
)< —(1-0.1)" 2

R3(0.1) < 52(1-01)73

Ved & sette inn i f(z) og Ps(x) far vi
1

V0.9

Vi ma finne en R, (z) som garantert er mindre enn 5- 1077 for |z| < 0.1. Det
vil si ma lgse

(0.1)'~44-10°<5-107°

1 3 5
|£(0.1) — P3(0.1)] = —(1+3501+ 2012+ —0.1%)| ~3-107°

8 16

F™(0.1)
n!
Ved & sette inn forskjellige n finner vi

F©(0.1)
5!
£©(0.1)
6!

01" <5-1077

01°~4.106

016 ~4.1077

Altsa ma vi velge n > 6 for a fa onsket ngyaktighet.
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