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Kontinuerlige sannsynlighetsmodeller

En terning har seks sider, og m̊a lande p̊a en av dem.
Hvis vi derimot m̊aler høyden p̊a rekrutter eller vek-
ten p̊a lofottorsk, er det uendelig mange utfall. En
torsk veier jo aldri akkurat 7.3 kg, men hvis den veier
mellom 7.25 og 7.35 kg, sier vi gjerne at den veier 7.3
kg. I slike tilfeller bruker vi kontinuerlige sannsynlig-
hetsmodeller. Utfallene og den stokastiske variabelen
er stort sett umulige å se forskjell p̊a; et typisk utfall
er

A = torsken veier mellom 7 og 9 kg.

mens en typisk stokastisk variabel er

X = torskens vekt,

s̊a fra n̊a av vil vi utelukkende definere utfall basert
p̊a verdiene til en eller annen stokastisk variabel og
skrive

7 < X < 9

for utfall.
Sannsynlighetsfunksjon er gitt som sannsynlighets-
tetthet. Har vi sannsynlighetstettheten f for va-
riabelen X beregner vi sannsynligheten for utfallet
7 < X < 9 ved

P (7 < X < 9) =

∫ 9

7

f(x) dx.

Vi bruker bokstaven Ω (store omega) om utfallsrom-
met til X og definisjonsmengden til f . Noen enk-
le regler m̊a være oppfylt, som for eksempel at 0 ≤
f(x) ≤ 1 overalt p̊a Ω, og at∫

Ω

f(x) dx = 1.

Utfallsrommet til de fleste stokastiske variable kan
i prinsippet være ubegrensede, men det vil allikevel
være et begrenset intervall som inneholder de rea-
listiske verdiene. Dersom torsken har gjennomsnitts-
vekt 7 kg, g̊ar det fint å finne en torsk p̊a 9 kg, anta-
gelig finnes det ogs̊a en p̊a 16 kg, men å finne en p̊a
150 kg, er praktisk talt umulig.

Eksempel. N̊ar jeg holder p̊a med en arbeidsopp-
gave, for eksempel rette eksamener eller snekre pa-
nel, g̊ar jeg som regel fort lei og m̊a ha pause. Den
stokastiske variabelen X teller antall minutter fra
jeg startet, og sannsynlighetstettheten er gitt ved
f(x) = x/2, der x m̊ales i minutter. Utfallsrommet Ω
er intervallet [0, 2]. Sannsynsynligheten for at jeg gir
opp innen det første minuttet er

P (X < 1) =

∫ 1

0

x

2
dx =

1

4
.

Merk at f er en sannsynlighetstetthet, siden 0 ≤
x/2 ≤ 1 p̊a Ω, og∫

Ω

f(x) dx =

∫ 2

0

x

2
dx = 1.

Dette ogs̊a er sannsynligheten for at jeg ikke holder
ut mer enn to minutter. 4

Forventning og varians

Forventningen til kontinuerlige stokastiske variable
beregnes slik

µ = E(X) =

∫
Ω

xf(x) dx,

variansen slik

V ar(X) =

∫
Ω

(x− µx)2f(x) dx.

Standardavviket er

σ =
√
V ar(X).

Eksempel. Forventet tid jeg holder ut med en ar-
beidsoppgave er

E(X) =

∫ 2

0

x2

2
dx =

4

3

minutter. 4

Normalfordelingen

Normalfordelingen er en kontinuerlig sannsynlighets-
fordeling som beskriver godt populasjoner i naturen.
Fordelingsfunksjonen er gitt ved

f(x) =
1√
2πσ

e
(x−µ)2

2σ2 ,

der µ og σ er gjennomsnittet og standardavviket i
populasjonen. Ikke uventet blir

E[X] =

∫ ∞
−∞

x
1√
2πσ

e
(x−µ)2

2σ2 dx = µ,

og

V ar[X] =

∫ ∞
−∞

(x− µ)2 1√
2πσ

e
(x−µ)2

2σ2 dx = σ2,

men dette skal vi ikke vise.
Normalfordelingen er entydig bestemt dersom man
kjenner µ og σ. N̊a er det slik at

P (µ− σ < x < µ+ σ) =∫ µ+σ

µ−σ

1√
2πσ

e
(x−µ)2

2σ2 dx = 0.6826

uansett hva µ og σ m̊atte være. Derfor er det aldri
nødvendig å beregne sannsynlighetene i normalforde-
lingen; man kan bare sl̊a dem opp i en tabell s̊a lenge
man kjenner µ og σ. Uansett g̊ar det ikke an integrere
sannsynlighetstettheten, den m̊a beregnes til en viss
presisjon vha. numeriske metoder. Normalfordelings-
tabellen er gitt for en normalfordeling med µ = 0 og
σ = 1. Alle elementene i tabellen er sannsynligheter
p̊a formen

P (X < a),

der a > 0. S̊a dersom man lurer p̊a sannsynligheten

P (X < 1.5)

1



er det bare å finne 1.5 p̊a venstre kant, hoppe bort
til 0-kolonnen (dette betyr at vi sl̊ar opp 1.50) og s̊a
og s̊a gir tallet der at

P (X < 1.5) = 0.9332

Eksempel. Dette betyr ogs̊a at dersom lofottorsken
er normalfordelt med µ = 7 kg og σ = 1.5 kg, er

P (X < 9.25) = P (X < µ+ 1.5σ) = 0.9332.
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For å finne flere sannsynligheter, trenger vi å vite litt
mer om sannsynlighetstettheten. Funksjonen

1√
2πσ

e
(x−µ)2

2σ2

er symmetrisk om x = µ. Det betyr at∫ µ

−∞

1√
2πσ

e
(x−µ)2

2σ2 dx =

∫ ∞
µ

1√
2πσ

e
(x−µ)2

2σ2 dx = 0.5,

slik at
P (X < µ) = P (X > µ) = 0.5.

Dersom vi ønsker å finne en sannsynlighet p̊a formen
P (µ < X < µ+ aσ), kan vi bruke at

P (µ < X < µ+ aσ) =

P (X < µ+ aσ)− P (X < µ) = P (X < µ+ aσ)− 0.5.

Sannsynligheten P (X < µ + aσ) finner vi i normal-
fordelingstabellen ved å sl̊a opp p̊a verdien a. Sann-
synligheter p̊a formen P (µ−bσ < X < µ+aσ) finner
vi ved å først skrive

P (µ−bσ < X < µ+aσ) = P (µ−bσ < X < µ)+P (µ < X < µ+aσ)

og s̊a utnytte symmetrien i sannsynlighetstettheten,
og skrive

P (µ−bσ < X < µ) = P (µ < X < µ+bσ) = P (X < µ+bσ)−0.5

og

P (µ < X < µ+ aσ) = P (X < µ+ aσ)− 0.5,

slik at

P (µ−bσ < X < µ+aσ) = P (X < µ+bσ)+P (X < µ+aσ)−1.

Dersom vi ønsker å finne sannsynligheter p̊a formen
P (X > µ+ aσ), kan vi bruke at

P (X > µ+ aσ) = 1− P (X < µ+ aσ).

Denne kan igjen brukes p̊a sannsynligheter p̊a formen
P (X < µ− aσ):

P (X < µ−aσ) = P (X > µ+aσ) = 1−P (X < µ+aσ).

Det er lurt å tegne opp normalfordelingen og skravere
opp arealene. Husk at P (X < µ+ aσ) er et integral;
det er bare det at vi sl̊ar opp i tabell isteden for å
regne det ut.

Eksponensialfordelingen

2


