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Løsningsforslag — Prøve

1 Vi ser på matrisene

A1 =

1 1 0
0 2 1
0 0 3

 , A2 =

[
2 1
0 2

]
,

A3 =

[
1 1
−1 −1

]
, A4 =

[
3 1
2 4

]
.

a) Vi finner determinantene:
For A1 utvikler vi determinanten fra nedereste rad (inneholder flest 0-elementer)
og får

det(A1) =

∣∣∣∣∣∣
1 1 0
0 2 1
0 0 3

∣∣∣∣∣∣ = 3

∣∣∣∣1 1
0 2

∣∣∣∣ = 3(2− 0) = 6.

De resterende (2× 2)-matrisene har determinanter lik:

det(A2) =

∣∣∣∣2 1
0 2

∣∣∣∣ = 2 · 2− 1 · 0 = 4,

det(A3) =

∣∣∣∣ 1 1
−1 −1

∣∣∣∣ = −1 + 1 = 0

og

det(A4) =

∣∣∣∣3 1
2 4

∣∣∣∣ = 12− 2 = 10.

Dermed er

det(A1) = 6, det(A2) = 4, det(A3) = 0, det(A4) = 10.

b) En (n× n)-matrise, A, er inverterbar hvis og bare hvis det(A) ̸= 0. Siden

det(A1) = 6, det(A2) = 4, det(A4) = 10,

er A1, A2 og A4 inverterbare.

For en (2× 2)-matrise A =

[
a b
c d

]
er det lurt å bruke formelen

A−1 =
1

det(A)

[
d −b
−c a

]
.

Dermed er inversmatrisene til A2 og A4 lik

A−1
2 =

[
1
2 −1

4
0 1

2

]
, A−1

4 =
1

10

[
4 −1
−2 3

]
.
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Siden A1 har dimensjon (3× 3), finner vi A−1
1 ved Gauss-Jordan-eliminasjon av

totalmatrisen [A1|I3]. Man får at

[A1|I3] ∼ · · · ∼ [I3|B],

hvor

B =

1 −1
2

1
6

0 1
2 −1

6
0 0 1

3

 .

Dermed har vi at

A−1
1 =

1 −1
2

1
6

0 1
2 −1

6
0 0 1

3

 .

Siden det(A3) = 0, eksisterer ikke A−1
3 .

c) Matriseligningen
Ax̄ = b̄

har en entydig løsning for alle b̄ ∈ Rn hvis og bare hvis A er inverterbar. Det vil
si hvis og bare hvis

det(A) ̸= 0.

Vi konkluderer fra 1a) at dermed vil matriseligningene med

A1, A2 og A4

ha en entydig løsning for alle høyresider b̄.
Matrisen A3 er ikke inverterbar og gir derfor ikke en entydig løsning.

d) i) Vi kontrollerer de oppgitte egenverdiene og egenvektorene direkte:

A1v̄1 =

1 1 0
0 2 1
0 0 3

10
0

 =

10
0

 = 1

10
0

 = λ1v̄1,

A1v̄2 =

1 1 0
0 2 1
0 0 3

11
0

 =

22
0

 = 2

11
0

 = λ2v̄2,

og

A1v̄3 =

1 1 0
0 2 1
0 0 3

12
2

 =

36
6

 = 3

12
2

 = λ3v̄3.

Dermed er
λ1 = 1, λ2 = 2, λ3 = 3

egenverdier med tilhørende egenvektorer

v̄1 =

10
0

 , v̄2 =

11
0

 , v̄3 =

12
2

 ,

respektivt.
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ii) Det karakteristiske polynomet til A2 er

det(A2 − λI) =

∣∣∣∣2− λ 1
0 2− λ

∣∣∣∣ = (2− λ)2.

Dermed er den eneste egenverdien

λ = 2

med algebraisk multiplisitet to.
Vi finner egenvektorene ved å løse

(A2 − 2I)v̄ = 0̄.

Dette gir [
0 1
0 0

] [
v1
v2

]
=

[
0
0

]
,

altså
v2 = 0.

Dermed er egenvektorene til λ = 2 på formen

v̄ = t

[
1
0

]
, for alle t ̸= 0.

Merk: matrisen har bare én lineært uavhengig egenvektor og er derfor ikke
diagonaliserbar.

iii) Det karakteristiske polynomet til A3 er

det(A3 − λI) =

∣∣∣∣1− λ 1
−1 −1− λ

∣∣∣∣ .
Vi får

det(A3 − λI) = (1− λ)(−1− λ) + 1 = λ2.

Dermed er den eneste egenverdien

λ = 0

med algebraisk multiplisitet to. Da vet vi at A3 er nilpotent, og siden A3

er 2 × 2 har vi at Ak
3 =

[
0 0
0 0

]
= 0̄ for alle k ≥ 2, fra Cayley-Hamilton-

teoremet. Eventuelt, kan man regne ut at A2
3 = 0̄.

Egenvektorene finnes ved å løse

A3v̄ = 0̄.

Dette gir ligningen
v1 + v2 = 0 ⇐⇒ v1 = −v2

Dermed er egenvektorene til λ = 0 på formen

v̄ = t

[
1
−1

]
, for alle t ̸= 0.
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iv) Det karakteristiske polynomet til A4 er

det(A4 − λI) =

∣∣∣∣3− λ 1
2 4− λ

∣∣∣∣ .
Dermed får vi

det(A4 − λI) = (3− λ)(4− λ)− 2 = λ2 − 7λ+ 10.

Faktorisering gir
λ2 − 7λ+ 10 = (λ− 2)(λ− 5).

Egenverdiene er derfor

λ1 = 2, λ2 = 5.

For λ = 2 løser vi
(A4 − 2I)v̄ = 0̄.

Dette gir [
1 1
2 2

] [
v1
v2

]
=

[
0
0

]
,

slik at
v1 + v2 = 0.

Vi kan derfor velge

v̄1 =

[
1
−1

]
.

For λ = 5 får vi
(A4 − 5I)v̄ = 0̄,

altså [
−2 1
2 −1

] [
v1
v2

]
=

[
0
0

]
.

Dermed er
v2 = 2v1,

og vi kan velge

v̄2 =

[
1
2

]
.

e) i) Vi setter egenvektorene til A1 som kolonner i matrisen

P1 =
[
v̄1 v̄2 v̄3

]
=

1 1 1
0 1 2
0 0 2

 .

Den tilhørende diagonalmatrisen er

D1 = diag(λ1, λ2, λ3) =

1 0 0
0 2 0
0 0 3

 .
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Videre finner vi P−1 ved å radredusere [P |I3] fram til [I3|P−1], og får

P−1
1 =

1 −1 1
2

0 1 −1
0 0 1

2

 .

Dermed er diagonaliseringen

A1 = P1D1P
−1
1 .

ii) Matrisen A2 er allerede på Jordan-form:

A2 =

[
2 1
0 2

]
= I2

[
2 1
0 2

]
I−1
2 .

Så
A2 = P2J2P

−1
2 , hvor P2 = I2 og J2 = A2.

Kommentar: Man kan sjekke at for egenvektoren v̄ =

[
1
0

]
, får man en

generalisert egenvektor w̄ =

[
0
1

]
(det vil si (A − λI2)w̄ = v̄) og da får vi

nettopp P2 =
[
v̄ w̄

]
= I2 = I−1

2 .

For A4 fant vi ut at egenverdiene var ulike. Derfor kan vi diagonalisere A4.
Vi bruker egenvektorene som kolonner:

P4 =
[
v̄1 v̄2

]
=

[
1 1
−1 2

]
.

Den tilhørende diagonalmatrisen er

D4 = diag(λ1, λ2) =

[
2 0
0 5

]
.

Vi har

P−1
4 =

1

3

[
2 −1
1 1

]
.

Dermed er
A4 = P4D4P

−1
4 .

f) For A1 bruker vi diagonaliseringen:

eA1t = P1e
D1tP−1

1 ,

der

eD1t =

et 0 0
0 e2t 0
0 0 e3t

 .
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Utregning gir

eA1t =


et e2t − et 1

2

(
e3t − 2e2t + et

)
0 e2t e3t − e2t

0 0 e3t

 .

For A2 skriver vi

A2 = 2I2 +N, N =

[
0 1
0 0

]
.

Siden N2 = 0, er

eNt =

∞∑
k=0

(Nt)k

k!
= I2 + tN =

[
1 t
0 1

]
.

Dermed får vi

eA2t = e2tI2+tN = e2tI2etN = e2tetN = e2t
[
1 t
0 1

]
,

så vi har

eA2t =

[
e2t te2t

0 e2t

]
Siden A3 er nilpotent, A2

3 = 0̄, stopper potensrekken etter førstegradsleddet:

eA3t = I + tA3.

Dermed er

eA3t =

[
1 + t t
−t 1− t

]
.

For A4 bruker vi diagonaliseringen A4 = P4D4P
−1
4 , som gir

eA4t = P4

[
e2t 0
0 e5t

]
P−1
4 .

Dette gir oss

eA4t =
1

3

[
2e2t + e5t −e2t + e5t

−2e2t + 2e5t e2t + 2e5t

]
.

2 a) Vi skriver systemet som
x̄′(t) = A3x̄(t)

og lar

x̄(0) =

[
a
b

]
.

Løsningen er
x̄(t) = eA3tx̄(0).
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Dermed får vi

x̄(t) =

[
1 + t t
−t 1− t

] [
a
b

]
.

Altså
x1(t) = (1 + t)a+ tb = a+ t(a+ b),

x2(t) = −ta+ (1− t)b = b− t(a+ b).

b) Vi skriver systemet som
x̄′(t) = A2x̄(t)

og lar

x̄(0) =

[
a
b

]
.

Da er

x̄(t) = eA2tx̄(0) = e2t
[
1 t
0 1

] [
a
b

]
.

Dermed er
x1(t) = (a+ bt)e2t,

x2(t) = be2t.

c) Vi skriver systemet som
x̄′(t) = A1x̄(t)

og lar

x̄(0) =

ab
c

 .

Løsningen er
x̄(t) = eA1tx̄(0).

Dermed får vix1(t)x2(t)
x3(t)

 =

et e2t − et 1
2

(
e3t − 2e2t + et

)
0 e2t e3t − e2t

0 0 e3t

ab
c

 .

Altså
x1(t) = aet + b

(
e2t − et

)
+

c

2

(
e3t − 2e2t + et

)
,

x2(t) = be2t + c
(
e3t − e2t

)
,

x3(t) = ce3t.

d) Det inhomogene systemet kan skrives som

x̄′(t) = A4x̄(t) + b̄, b̄ =

[
4
6

]
,

med initialbetingelsen

x̄(0) =

[
0
0

]
.
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Som i våpenkappløp-eksempelet, finner vi x̄∗ som tilfredsstiller

A4x̄
∗ = −b̄.

Dette har en entydig løsning fordi A4 er inverterbar. Vi husker at

A−1
4 =

1

10

[
4 −1
−2 3

]
,

så vi har at

x̄∗ = −A−1
4 b̄ = − 1

10

[
4 −1
−2 3

] [
4
6

]
=

[
−1

−1

]
.

Vi definerer
ū(t) = x̄(t)− x̄∗

Da får vi det homogene systemet
ū′(t) = A4ū(t)

ū(0) =

[
1

1

]
.

Dermed er

ū(t) = eA4tū(0) =
1

3

[
2e2t + e5t −e2t + e5t

−2e2t + 2e5t e2t + 2e5t

] [
1
1

]
=

1

3

[
e2t + 2e5t

−e2t + 4e5t

]
.

Siden ū(t) = x̄(t)− x̄∗, har vi

x̄(t) = ū(t) + x̄∗,

som gir oss løsningen

x̄(t) =
1

3

[
e2t + 2e5t

−e2t + 4e5t

]
+

[
−1
−1

]
=

[
e2t+2e5t

3 − 1
−e2t+4e5t

3 − 1

]
.

Komponentvis blir løsningen

x1(t) =
e2t

3
+

2e5t

3
− 1, x2(t) = −e2t

3
+

4

3
e5t − 1
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