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La A og B veere kommuterende (n x n)-matriser, det vil si at

AB = BA.
Vi bruker potensrekkedefinisjonen
oy B
k!
k=0
i) Vi skal vise at
AeP =P A.

Siden AB = BA, folger det ved induksjon at
AB* = B*A

for alle heltall £ > 0.
Dermed far vi

B - Bk
Ae _Aka!
=0

. ABk

k!
k=0

> . BkA

k!
k=0

-(5%)-

=B A.

Altsa
AeP = B A.

ii) Siden A og B kommuterer, har vi

Pa samme mate har vi

Men
A+ B=DB+ A,
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iii)

iv)

og dermed

Det fglger at

Altsé kommuterer e? og eP.

Matrisene A og —A kommuterer. Derfor far vi

Tilsvarende far vi

“ApA o ATA _ 0 [

(& (&

Dermed er e~ bade en venstre- og hgyreinvers til e4. Vi konkluderer med at

(eA)—l — e—A.

Vi skal regne ut e for matrisen

A:[Ql ﬂ

Fra tidligere oppgave (oppgave 6 i oppgavesett 3) har vi dekomposisjonen

A=PpPJP 1,
der
|10 131 1 |10
e P A P e
Dermed er
At = peltp—1,
Vi skriver
J=3+N N = 01
T ~lo o|"
Siden
N? =0,
far vi

1t
Nt _ _
e —IQ+tN—|:O 1:|.
Videre kommuterer 3tls og tIN, slik at

€Jt — 6(3]2+N)t

— 63t]2 6Nt

3 (1 ¢
_ 3t
—elo]-
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Dermed far vi

At_ 3t-]‘ O 1 t ]. O
T 1l lo 1] ]=1 1
gL o] [1—t ¢
“C 01 1|l -1 1

g [1—t t
| -t 1+t]°

Vi konkluderer med at

At s |l—t ¢
|t 14t

Som kontroll ser vi at

Systemet kan skrives som

v'(t) = Az(t),
der
x(t) 210
z(t) = |y(t) |, A=1|1 2 0
z(t) 0 0 4
Initialbetingelsen kan skrives som
3
z(0) = |1
2

Vi finner forst egenverdiene til A. Det karakteristiske polynomet er

pa(A) = det(A — \3)
2—A 1 0
= det 1 2—A 0
0 0 4—-A
2-X 1 ]
1 2—A
— (=N (=N -1)
=M4-N1-XNB-=N).

:(4—)\)det[

Egenverdiene er dermed

Siden egenverdiene er forskjellige, er A diagonaliserbar.
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Egenvektor til A; = 3:

Vi radreduserer

-1 1 0 1 -1 0
A-3I3=|1 -1 0|~ |0 0 1
0 0 1 0 0 O
Dette gir
rz—y =0, z=0
Vi kan velge egenvektoren
1
1= |1
0
Egenvektor til Ay = 1:
Vi radreduserer
110 110
A—-Is3= |1 1 0|~ |0 0 1
0 0 3 000
Dette gir
z+y=0, z=0
Vi kan velge egenvektoren
1
vy = |—1
0
Egenvektor til A3 = 4:
Vi radreduserer
-2 1 0 1 00
A—-4l3=|1 -2 0~ |0 1 O
0 0 0 0 00
Dette gir
xr = y = O’
mens z er fri. Vi kan derfor velge
0
v3 = |0
1

Vi har derfor A = PDP~! for

—_
—_
@)

P=[o1 0y w3)=|1 =1 0|, D =diag(A,\2,A3)=
0 0 1

o O W
S = O
=~ O O

Ved Gauss-Jordan-eliminasjon av [P|I3] ~ - -+ ~ [I3|P~!] far vi

L[t
P*l:5 1 -1 0
0 0 2
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Siden
1 1 03 0 0|1 1 O
et = Pdiag(ed, et )Pt == |1 -1 0| |0 1 0] |1 -1 0
0 0 1|0 0 4[]0 0O 2
T R
=3 .o—¢t 0|1 -1 0
0 0 €[00 0 2
. [e3t et et —el 0
=3 et _ et Btiet
0 0 2ett
far vi at lgsningen pa initialverdiproblemet er
1 eStpet e3t—et 0 3 1 43 4 2¢t 2e3t + et
ir(t):eAtf(O)zi et —et eSl4el 0 1 3 4e3t — 2et| = [2e3 — ¢!
0 0 24| |2 4ett 2et
Altsa
x(t) 2e3t + el
y(t)| = [2e3 — et
2(t) 24
Komponentvis blir lgsningen
z(t) = 2% + ¢,
y(t) = 2e3 — €,
2(t) = 2e*
Systemet kan skrives som
v'(t) = Az(t),
der
x(t) 010
z(t) = |y(t)|, A=10 0 1
2(t) 0 00
Initialbetingelsen er
1
z(0) = | -2
4
Vi finner egenverdiene til A.
-A 1
- 1 3
pa(A) =det(A—Al3) =] 0 —X 1|=-\ 0 _)\:—/\.
0 0 =X

Siden p,(A) =0 <= A =0, har vi at den eneste egenverdien er 0. Da husker vi at
A er nilpotent.
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Vi beregner potenser av A:

A2 =

o O O
oS O O
S O =

0g
000
A3=10 0 0| =0.
000

Dermed er A nilpotent, og alle potenser A¥ med k > 3 er lik nullmatrisen.

Matriseeksponentialen er derfor

t2
eM =TI +tA+ 5A2 =

S O =
O =
— T

Lgsningen av initialverdiproblemet er

Dermed far vi

1t L1
zt)=10 1 t| |—2
0 0 1] 4
(1 — 2t + 2t2
= | —244t
i 4

Lgsningen er derfor

x(t) =1 — 2t + 2t%,
y(t) = —2 + 4t,
z(t) = 4.

Som kontroll ser vi at
a'(t) = =2 + 4t = y(t),

y(t) = 4= =(t)
og

Ved ¢t = 0 far vi dessuten
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der

Initialbetingelsen er

Vi finner forst egenverdiene:

pa(N) = det(A — Aly)

2—A 1
= det [ 1 o4 )J
=2-N4-X)+1
=X —6A+9
=(A=3)%
Den eneste egenverdien er
A=3,

med algebraisk multiplisitet 2.

Vi finner egenvektorene ved a radredusere
-1 1 1 -1
A_312:[—1 1]”[0 0}'

Dermed er egenvektorene pa formen

Vi velger

Egenrommet er endimensjonalt, s& matrisen er ikke diagonaliserbar. Vi finner derfor
en generalisert egenvektor w som oppfyller

(A—3L)w =".

Vi ser eller finner ved radredusering at

ERHEE

Dermed kan vi velge

Vi setter
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og

3 1
= 5
Da har vi
A=PpPJP 1,
der
1 _ |1 0
P _{—1 1
Vi skriver
J=3L+N N = 0 1
CoRTeh o o]

Siden N2 =0, far vi

1 ¢
Nt __ —
e —IQ+tN—|:O 1:|.

Dermed er
- - - 1 t
eJt _ 6312+N eJL;etN eSt [2etN €3t |:O -

Matriseeksponentialen til A er derfor

€At — PeJtP—l

3¢ (1 O] (1 ¢ 1 0
=e
1 1110 1f{|—-1 1
1—1¢ t
_ 3t
- [ —t 1+ t] '
Lgsningen av initialverdiproblemet er

Z(t) = eM7(0).

o=

3t '2(1—t)+5t]

Dermed far vi

T 2+ 5(1+1)
_ 3t 2+ 3t
5+3t]°

Lgsningen er derfor

_ 2+ 3t
_ 3t
() =e [5+3t] '

z(t) = ¥ (2 + 3t),
y(t) = (5 + 3t).

Komponentvis far vi

Som kontroll har vi
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