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1 La A og B være kommuterende (n× n)-matriser, det vil si at

AB = BA.

Vi bruker potensrekkedefinisjonen

eB =
∞∑
k=0

Bk

k!
.

i) Vi skal vise at
AeB = eBA.

Siden AB = BA, følger det ved induksjon at

ABk = BkA

for alle heltall k ≥ 0.
Dermed får vi

AeB = A
∞∑
k=0

Bk

k!

=
∞∑
k=0

ABk

k!

=
∞∑
k=0

BkA

k!

=

( ∞∑
k=0

Bk

k!

)
A

= eBA.

Altså
AeB = eBA.

ii) Siden A og B kommuterer, har vi

eAeB = eA+B.

På samme måte har vi
eBeA = eB+A.

Men
A+B = B +A,
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og dermed
eA+B = eB+A.

Det følger at
eAeB = eBeA.

Altså kommuterer eA og eB.

iii) Matrisene A og −A kommuterer. Derfor får vi

eAe−A = eA−A = e0̄ = In.

Tilsvarende får vi
e−AeA = e−A+A = e0̄ = In.

Dermed er e−A både en venstre- og høyreinvers til eA. Vi konkluderer med at

(eA)−1 = e−A.

iv) Vi skal regne ut eAt for matrisen

A =

[
2 1
−1 4

]
.

Fra tidligere oppgave (oppgave 6 i oppgavesett 3) har vi dekomposisjonen

A = PJP−1,

der

P =

[
1 0
1 1

]
, J =

[
3 1
0 3

]
, P−1 =

[
1 0
−1 1

]
.

Dermed er
eAt = PeJtP−1.

Vi skriver

J = 3I2 +N, N =

[
0 1
0 0

]
.

Siden
N2 = 0̄,

får vi

eNt = I2 + tN =

[
1 t
0 1

]
.

Videre kommuterer 3tI2 og tN , slik at

eJt = e(3I2+N)t

= e3tI2eNt

= e3t
[
1 t
0 1

]
.
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Dermed får vi

eAt = e3t
[
1 0
1 1

] [
1 t
0 1

] [
1 0
−1 1

]

= e3t
[
1 0
1 1

] [
1− t t
−1 1

]

= e3t
[
1− t t
−t 1 + t

]
.

Vi konkluderer med at

eAt = e3t
[
1− t t
−t 1 + t

]
.

Som kontroll ser vi at

eA·0 =

[
1 0
0 1

]
= I2.

2 Systemet kan skrives som
x̄′(t) = Ax̄(t),

der

x̄(t) =

x(t)y(t)
z(t)

 , A =

2 1 0
1 2 0
0 0 4

 .

Initialbetingelsen kan skrives som

x̄(0) =

31
2

 .

Vi finner først egenverdiene til A. Det karakteristiske polynomet er

pA(λ) = det(A− λI3)

= det

2− λ 1 0
1 2− λ 0
0 0 4− λ


= (4− λ) det

[
2− λ 1
1 2− λ

]
= (4− λ)

(
(2− λ)2 − 1

)
= (4− λ)(1− λ)(3− λ).

Egenverdiene er dermed

λ1 = 3, λ2 = 1, λ3 = 4.

Siden egenverdiene er forskjellige, er A diagonaliserbar.
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Egenvektor til λ1 = 3:

Vi radreduserer

A− 3I3 =

−1 1 0
1 −1 0
0 0 1

 ∼

1 −1 0
0 0 1
0 0 0

 .

Dette gir
x− y = 0, z = 0.

Vi kan velge egenvektoren

v̄1 =

11
0

 .

Egenvektor til λ2 = 1:

Vi radreduserer

A− I3 =

1 1 0
1 1 0
0 0 3

 ∼

1 1 0
0 0 1
0 0 0

 .

Dette gir
x+ y = 0, z = 0.

Vi kan velge egenvektoren

v̄2 =

 1
−1
0

 .

Egenvektor til λ3 = 4:

Vi radreduserer

A− 4I3 =

−2 1 0
1 −2 0
0 0 0

 ∼

1 0 0
0 1 0
0 0 0

 .

Dette gir
x = y = 0,

mens z er fri. Vi kan derfor velge

v̄3 =

00
1

 .

Vi har derfor A = PDP−1 for

P =
[
v̄1 v̄2 v̄3

]
=

1 1 0
1 −1 0
0 0 1

 , D = diag(λ1, λ2, λ3) =

3 0 0
0 1 0
0 0 4

 .

Ved Gauss-Jordan-eliminasjon av [P |I3] ∼ · · · ∼ [I3|P−1] får vi

P−1 =
1

2

1 1 0
1 −1 0
0 0 2

 .
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Siden

eAt = P diag(e3t, et, e4t)P−1 =
1

2

1 1 0
1 −1 0
0 0 1

3 0 0
0 1 0
0 0 4

1 1 0
1 −1 0
0 0 2


=

1

2

e3t et 0
e3t −et 0
0 0 e4t

1 1 0
1 −1 0
0 0 2


=

1

2

e3t + et e3t − et 0
e3t − et e3t + et 0

0 0 2e4t


får vi at løsningen på initialverdiproblemet er

x̄(t) = eAtx̄(0) =
1

2

e3t + et e3t − et 0
e3t − et e3t + et 0

0 0 2e4t

31
2

 =
1

2

4e3t + 2et

4e3t − 2et

4e4t

 =

2e3t + et

2e3t − et

2e4t

 .

Altså x(t)y(t)
z(t)

 =

2e3t + et

2e3t − et

2e4t


Komponentvis blir løsningen

x(t) = 2e3t + et,

y(t) = 2e3t − et,

z(t) = 2e4t.

3 Systemet kan skrives som
x̄′(t) = Ax̄(t),

der

x̄(t) =

x(t)y(t)
z(t)

 , A =

0 1 0
0 0 1
0 0 0

 .

Initialbetingelsen er

x̄(0) =

 1
−2
4

 .

Vi finner egenverdiene til A.

pA(λ) = det(A− λI3) =

∣∣∣∣∣∣
−λ 1 0
0 −λ 1
0 0 −λ

∣∣∣∣∣∣ = −λ

∣∣∣∣−λ 1
0 −λ

∣∣∣∣ = −λ3.

Siden pa(λ) = 0 ⇐⇒ λ = 0, har vi at den eneste egenverdien er 0. Da husker vi at
A er nilpotent.
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Vi beregner potenser av A:

A2 =

0 0 1
0 0 0
0 0 0


og

A3 =

0 0 0
0 0 0
0 0 0

 = 0̄.

Dermed er A nilpotent, og alle potenser Ak med k ≥ 3 er lik nullmatrisen.

Matriseeksponentialen er derfor

eAt = I3 + tA+
t2

2!
A2 =

1 t t2

2
0 1 t
0 0 1


Løsningen av initialverdiproblemet er

x̄(t) = eAtx̄(0).

Dermed får vi

x̄(t) =

1 t t2

2
0 1 t
0 0 1

 1
−2
4


=

1− 2t+ 2t2

−2 + 4t
4

 .

Løsningen er derfor
x(t) = 1− 2t+ 2t2,

y(t) = −2 + 4t,

z(t) = 4.

Som kontroll ser vi at
x′(t) = −2 + 4t = y(t),

y′(t) = 4 = z(t)

og
z′(t) = 0.

Ved t = 0 får vi dessuten

x(0) = 1, y(0) = −2, z(0) = 4.

4 Systemet kan skrives som
x̄′(t) = Ax̄(t),
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der

x̄(t) =

[
x(t)
y(t)

]
, A =

[
2 1
−1 4

]
.

Initialbetingelsen er

x̄(0) =

[
2
5

]
.

Vi finner først egenverdiene:

pA(λ) = det(A− λI2)

= det

[
2− λ 1
−1 4− λ

]
= (2− λ)(4− λ) + 1

= λ2 − 6λ+ 9

= (λ− 3)2.

Den eneste egenverdien er
λ = 3,

med algebraisk multiplisitet 2.

Vi finner egenvektorene ved å radredusere

A− 3I2 =

[
−1 1
−1 1

]
∼
[
1 −1
0 0

]
.

Dermed er egenvektorene på formen

v̄ = s

[
1
1

]
, s ̸= 0.

Vi velger

v̄ =

[
1
1

]
.

Egenrommet er endimensjonalt, så matrisen er ikke diagonaliserbar. Vi finner derfor
en generalisert egenvektor w̄ som oppfyller

(A− 3I2)w̄ = v̄.

Vi ser eller finner ved radredusering at[
−1 1
−1 1

] [
0
1

]
=

[
1
1

]
.

Dermed kan vi velge

w̄ =

[
0
1

]
.

Vi setter

P =

 | |
v̄ w̄
| |

 =

[
1 0
1 1

]
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og

J =

[
3 1
0 3

]
.

Da har vi
A = PJP−1,

der

P−1 =

[
1 0
−1 1

]
.

Vi skriver

J = 3I2 +N, N =

[
0 1
0 0

]
.

Siden N2 = 0̄, får vi

eNt = I2 + tN =

[
1 t
0 1

]
.

Dermed er

eJt = e3I2+N = e3I3etN = e3tI2e
tN = e3t

[
1 t
0 1

]
.

Matriseeksponentialen til A er derfor

eAt = PeJtP−1

= e3t
[
1 0
1 1

] [
1 t
0 1

] [
1 0
−1 1

]
= e3t

[
1− t t
−t 1 + t

]
.

Løsningen av initialverdiproblemet er

x̄(t) = eAtx̄(0).

Dermed får vi

x̄(t) = e3t
[
1− t t
−t 1 + t

] [
2
5

]
= e3t

[
2(1− t) + 5t
−2t+ 5(1 + t)

]
= e3t

[
2 + 3t
5 + 3t

]
.

Løsningen er derfor

x̄(t) = e3t
[
2 + 3t
5 + 3t

]
.

Komponentvis får vi
x(t) = e3t(2 + 3t),

y(t) = e3t(5 + 3t).

Som kontroll har vi

x̄(0) =

[
2
5

]
.
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