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1 Vi skal vise at dersom egenverdiene λ1, λ2, λ3 er ulike, så må egenvektorene v̄1, v̄2, v̄3
være lineært uavhengige.

La oss vise dette kontrapositivt, altså dersom egenvektorene ikke er lineært uavhen-
gige, så er minst to av egenverdiene like.

Siden vi antar lineær avhengighet kan vi finne skalarer α, β ∈ R slik at v̄1 = αv̄2+βv̄3
og maksimalt én av skalarene α, β er 0.

På den ene siden har vi at

Av̄1 = λ1v̄1 = λ1αv̄2 + λ1βv̄3.

På den andre siden, har vi

Av̄1 = A(αv̄2 + βv̄3) = λ2αv̄2 + λ3βv̄3.

Dermed får vi følgende likhet

(λ1 − λ2)αv̄2 + (λ1 − λ3)βv̄3 = 0̄.

• Case 1: v̄2 og v̄3 er lineært uavhengige:

Da vet vi at α(λ1−λ2) = β(λ1−λ3) = 0. Hvis α, β ̸= 0 så har vi at λ1 = λ2 = λ3.
Hvis α ̸= 0, β = 0, så har vi λ1 = λ2. Hvis α = 0 og β ̸= 0, så må λ1 = λ3. Med
andre ord, minst to av egenverdiene er like.

• Case 2: v̄2 og v̄3 er lineært avhengige:

Da eksisterer det en γ ̸= 0 slik at v̄2 = γv̄3, som betyr at

λ2v̄2 = λ2γv̄3, og λ2v̄2 = Av̄2 = γAv̄3 = γλ3v̄3.

Dette impliserer at
λ2γv̄3 = λ3γv̄3, γ ̸= 0, v̄3 ̸= 0̄.

Så λ2 = λ3.

2 Vi skal diagonalisere matrisen

A =

[
2 2
3 7

]
.
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Først finner vi egenverdiene til A. Det karakteristiske polynomet er

pA(λ) = det(A− λI2)

= det

[
2− λ 2
3 7− λ

]
= (2− λ)(7− λ)− 6

= 14− 9λ+ λ2 − 6

= λ2 − 9λ+ 8

= (λ− 1)(λ− 8).

Den karakteristiske likningen er dermed

(λ− 1)(λ− 8) = 0.

Egenverdiene er
λ1 = 1, λ2 = 8.

Siden egenverdiene er forskjellige, er A diagonaliserbar.

Egenvektor til λ1 = 1:

Vi løser
(A− I2)x̄ = 0̄.

Vi radreduserer:

A− I2 =

[
1 2
3 6

]
∼

[
1 2
0 0

]
.

Det radreduserte systemet gir
x1 + 2x2 = 0,

altså
x1 = −2x2.

Setter vi x2 = t, får vi

x̄ = t

[
−2
1

]
.

Vi kan derfor velge egenvektoren

v̄1 =

[
−2
1

]
.

Egenvektor til λ2 = 8:

Vi løser
(A− 8I2)x̄ = 0̄.

Vi radreduserer:

A− 8I2 =

[
−6 2
3 −1

]
∼

[
1 −1

3
0 0

]
.
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Det radreduserte systemet gir

x1 −
1

3
x2 = 0,

altså
x2 = 3x1.

Setter vi x1 = t, får vi

x̄ = t

[
1
3

]
.

Vi kan derfor velge egenvektoren

v̄2 =

[
1
3

]
.

Vi setter egenvektorene som kolonner i matrisen

P =

[
−2 1
1 3

]
.

Den tilhørende diagonalmatrisen er

D =

[
1 0
0 8

]
.

Vi har
det(P ) = (−2) · 3− 1 · 1 = −7 ̸= 0,

så P er inverterbar. Inversmatrisen er

P−1 =
1

−7

[
3 −1
−1 −2

]
=

[
−3

7
1
7

1
7

2
7

]
.

Dermed har vi diagonaliseringen

A = PDP−1,

der

P =

[
−2 1
1 3

]
, D =

[
1 0
0 8

]
, P−1 =

[
−3

7
1
7

1
7

2
7

]
.

3 La

A =

[
a b
c d

]
.

i) Vi skal vise at
pA(λ) = λ2 − (a+ d)λ+ det(A).

Vi har

A− λI2 =

[
a− λ b
c d− λ

]
.
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Dermed er

pA(λ) = det(A− λI2)

= det

[
a− λ b
c d− λ

]
= (a− λ)(d− λ)− bc

= ad− aλ− dλ+ λ2 − bc

= λ2 − (a+ d)λ+ (ad− bc).

Siden
det(A) = ad− bc,

får vi
pA(λ) = λ2 − (a+ d)λ+ det(A).

ii) Vi har definert
pA(B) = B2 − (a+ d)B + det(A)I2.

Når B = A, får vi

pA(A) = A2 − (a+ d)A+ det(A)I2.

Først beregner vi A2:

A2 =

[
a b
c d

] [
a b
c d

]
=

[
a2 + bc ab+ bd
ac+ cd bc+ d2

]
.

Videre har vi

(a+ d)A =

[
a2 + ad ab+ bd
ac+ cd ad+ d2

]
og

det(A)I2 = (ad− bc)

[
1 0
0 1

]
=

[
ad− bc 0

0 ad− bc

]
.

Dermed får vi

pA(A) =

[
a2 + bc ab+ bd
ac+ cd bc+ d2

]
−
[
a2 + ad ab+ bd
ac+ cd ad+ d2

]
+

[
ad− bc 0

0 ad− bc

]

=

[
a2 + bc− a2 − ad+ ad− bc 0

0 bc+ d2 − ad− d2 + ad− bc

]
=

[
0 0
0 0

]
.

Altså
pA(A) = 0̄.

Dette er Cayley–Hamiltons teorem for en generell (2× 2)-matrise.
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4 For a ∈ R lar vi

A =

[
a −a
a −a

]
.

i) Vi beregner A2:

A2 =

[
a −a
a −a

] [
a −a
a −a

]
=

[
a2 − a2 −a2 + a2

a2 − a2 −a2 + a2

]
=

[
0 0
0 0

]
.

Dermed er
A2 = 0̄.

For alle k ≥ 2 får vi derfor

Ak = Ak−2A2 = 0̄.

Matrisen A er altså nilpotent. Dersom a ̸= 0, er nilpotensindeksen lik 2.

A2 = 0̄.

ii) Vi husker fra forelesningen at nilpotente matriser har kun λ = 0 som egenverdi.
La oss sjekke det likevel. Det karakteristiske polynomet er

pA(λ) = det(A− λI2)

= det

[
a− λ −a
a −a− λ

]
= (a− λ)(−a− λ) + a2

= λ2 − a2 + a2

= λ2.

Den karakteristiske likningen er

λ2 = 0.

Dermed er den eneste egenverdien

λ = 0.

Egenverdien har algebraisk multiplisitet 2.

iii) Når a = −3, får vi

A =

[
−3 3
−3 3

]
.

Egenverdien er λ = 0. For å finne en egenvektor løser vi

Av̄ = 0̄.
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Vi radreduserer: [
−3 3
−3 3

]
∼

[
1 −1
0 0

]
.

Dermed får vi
v1 − v2 = 0,

så v1 = v2. Egenvektorene er derfor på formen

v̄ = t

[
1
1

]
, t ̸= 0.

For å unngå brøker senere velger vi egenvektoren

v̄ =

[
3
3

]
.

En generalisert egenvektor w̄ skal oppfylle

(A− λI2)w̄ = v̄.

Siden λ = 0, skal vi altså finne w̄ slik at

Aw̄ = v̄.

Vi har at

[A|v̄] =
[
−3 3 3
−3 3 3

]
∼ · · · ∼

[
1 −1 −1
0 0 0

]
,

som betyr at for w̄ =

[
w1

w2

]
har vi w1 − w2 = −1, og setter vi w2 = 0 blir

w1 = −1 og

w̄ =

[
−1
0

]
.

Vi dobbeltsjekker:

Aw̄ =

[
−3 3
−3 3

] [
−1
0

]
=

[
3
3

]
= v̄.

Dermed kan vi velge

w̄ =

[
−1
0

]
.

Vi har altså
Av̄ = 0̄, Aw̄ = v̄.

5 Påstanden tolkes som følgende:

En (2 × 2)-matrise A med kun én egenverdi λ har to lineært uavhengige
egenvektorer hvis og bare hvis

A = λI2.
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Anta først at A har to lineært uavhengige egenvektorer ū og v̄.

Siden både ū og v̄ er egenvektorer til egenverdien λ, har vi

Aū = λū og Av̄ = λv̄.

Vi setter
P =

[
ū v̄

]
.

Siden ū og v̄ er lineært uavhengige, er P inverterbar. Videre har vi

AP = A
[
ū v̄

]
=

[
Aū Av̄

]
=

[
λū λv̄

]
= P

[
λ 0
0 λ

]
= P (λI2).

Ved å multiplisere med P−1 fra høyre får vi

A = P (λI2)P
−1.

Siden λI2 kommuterer med alle (2× 2)-matriser, har vi

P (λI2)P
−1 = λPP−1 = λI2.

Dermed er
A = λI2.

Anta omvendt at A = λI2.

For enhver ikke-null vektor x̄ ∈ R2 har vi

Ax̄ = λI2x̄ = λx̄.

Dermed er enhver ikke-null vektor i R2 en egenvektor til egenverdien λ. Spesielt kan
vi velge

ū =

[
1
0

]
, v̄ =

[
0
1

]
.

Disse er lineært uavhengige. Dermed har A to lineært uavhengige egenvektorer.

Vi har derfor vist at

A har to lineært uavhengige egenvektorer ⇐⇒ A = λI2.

6 Vi skal dekomponere

A =

[
2 1
−1 4

]
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på formen
A = PJP−1.

Først finner vi egenverdiene:

pA(λ) = det(A− λI2)

= det

[
2− λ 1
−1 4− λ

]
= (2− λ)(4− λ) + 1

= 8− 6λ+ λ2 + 1

= λ2 − 6λ+ 9

= (λ− 3)2.

Den eneste egenverdien er derfor
λ = 3,

med algebraisk multiplisitet 2.

Vi finner egenvektorene ved å løse

(A− 3I2)v̄ = 0̄.

Vi har

A− 3I2 =

[
−1 1
−1 1

]
∼

[
1 −1
0 0

]
.

Dermed får vi
v1 − v2 = 0,

slik at v1 = v2. Egenvektorer til λ = 3 er vektorer på formen t

[
1
1

]
for t ̸= 0.

Det finnes bare én lineært uavhengig egenvektor. Matrisen er derfor ikke diagonali-
serbar.

Vi velger

v̄ =

[
1
1

]
.

Vi skal nå finne en generalisert egenvektor w̄ som oppfyller

(A− 3I2)w̄ = v̄.

Vi Gauss-Jordan-eliminierer [A− 3I2|v̄]:[
−1 1 1
−1 1 1

]
∼

[
−1 1 1
0 0 0

]
som forteller at w1 − w2 = −1 og for w2 = 1 får vi

w̄ =

[
0
1

]
,
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og vi ser at [
−1 1
−1 1

] [
0
1

]
=

[
1
1

]
.

Dermed kan vi velge

w̄ =

[
0
1

]
.

Vi setter egenvektoren og den generaliserte egenvektoren som kolonner i P :

P =

 | |
v̄ w̄
| |

 =

[
1 0
1 1

]
.

Jordanmatrisen er

J =

[
3 1
0 3

]
.

Siden
det(P ) = 1,

er P inverterbar, og

P−1 =

[
1 0
−1 1

]
.

Vi får dermed dekomposisjonen

A = PJP−1,

der

P =

[
1 0
1 1

]
, J =

[
3 1
0 3

]
, P−1 =

[
1 0
−1 1

]
.

Som kontroll kan vi regne ut

PJP−1 =

[
1 0
1 1

] [
3 1
0 3

] [
1 0
−1 1

]
=

[
2 1
−1 4

]
= A.
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