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1 a) La

A =

[
a b
c d

]
, det(A) = ad− bc ̸= 0.

Vi har

A−1 =
1

det(A)

[
d −b
−c a

]
=

 d

det(A)
− b

det(A)

− c

det(A)

a

det(A)

 .

Vi beregner determinanten på vanlig måte:

det(A−1) =
d

det(A)
· a

det(A)
−
(
− b

det(A)

)(
− c

det(A)

)
=

ad

det(A)2
− bc

det(A)2

=
ad− bc

det(A)2

=
det(A)

det(A)2

=
1

det(A)
.

Dermed har vi vist at
det(A−1) = det(A)−1.

b) Vi betegner de fem matrisene med

A1 =

[
1 2
3 4

]
, A2 =

[
3 2
6 4

]
,

A3 =

1 2 3
3 4 5
0 0 0

 , A4 =

1 2 3
3 4 5
0 0 1

 , A5 =

0 0 3
2 0 2
0 1 0

 .

i) Avgjør hvilke matriser som er inverterbare, og finn inversmatri-
sene som eksisterer.
En kvadratisk matrise er inverterbar hvis og bare hvis determinanten er
ulik null.

Matrisen A1:
Vi beregner

det(A1) =

∣∣∣∣1 2
3 4

∣∣∣∣ = 1 · 4− 2 · 3 = −2.

Siden
det(A1) = −2 ̸= 0,
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er A1 inverterbar.
Siden A1 er en (2 × 2)-matrise kan man finne A−11 ved å bruke formelen i
oppgaveteksten i 5 a). Man kan også finne inversmatrisen ved å radredusere
den utvidede matrisen [A1 | I2]:[

1 2 1 0
3 4 0 1

]
R2←R2−3R1∼

[
1 2 1 0
0 −2 −3 1

]
R2←− 1

2
R2∼

[
1 2 1 0
0 1 3

2 −1
2

]
R1←R1−2R2∼

[
1 0 −2 1
0 1 3

2 −1
2

]
.

Dermed er

A−11 =

[
−2 1
3
2 −1

2

]
.

Matrisen A2:
Vi beregner

det(A2) =

∣∣∣∣3 2
6 4

∣∣∣∣ = 3 · 4− 2 · 6 = 12− 12 = 0.

Dermed er A2 ikke inverterbar, og A−12 eksisterer ikke.

Matrisen A3:
Matrisen A3 har en nullrad. Derfor er

det(A3) = 0.

Dermed er A3 ikke inverterbar, og A−13 eksisterer ikke.

Matrisen A4:
Vi utvikler determinanten langs tredje rad:

det(A4) =

∣∣∣∣∣∣
1 2 3
3 4 5
0 0 1

∣∣∣∣∣∣
= 1 ·

∣∣∣∣1 2
3 4

∣∣∣∣
= 1 · (1 · 4− 2 · 3)
= −2.

Siden
det(A4) = −2 ̸= 0,

er A4 inverterbar.

3. august 2026 Side 2 av 22



Løsningsforslag — Oppgavesett 2

Vi radreduserer [A4 | I3]: 1 2 3 1 0 0
3 4 5 0 1 0
0 0 1 0 0 1

 R2←R2−3R1∼

 1 2 3 1 0 0
0 −2 −4 −3 1 0
0 0 1 0 0 1


R2←− 1

2
R2∼

 1 2 3 1 0 0
0 1 2 3

2 −1
2 0

0 0 1 0 0 1


R1←R1−2R2∼

 1 0 −1 −2 1 0
0 1 2 3

2 −1
2 0

0 0 1 0 0 1


R2←R2−2R3∼

 1 0 −1 −2 1 0
0 1 0 3

2 −1
2 −2

0 0 1 0 0 1


R1←R1+R3∼

 1 0 0 −2 1 1
0 1 0 3

2 −1
2 −2

0 0 1 0 0 1

 .

Dermed er

A−14 =

−2 1 1
3
2 −1

2 −2
0 0 1

 .

Matrisen A5:
Vi utvikler determinanten langs første rad:

det(A5) =

∣∣∣∣∣∣
0 0 3
2 0 2
0 1 0

∣∣∣∣∣∣
= 3

∣∣∣∣2 0
0 1

∣∣∣∣
= 3(2 · 1− 0 · 0)
= 6.

Siden
det(A5) = 6 ̸= 0,

er A5 inverterbar.
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Vi radreduserer [A5 | I3]: 0 0 3 1 0 0
2 0 2 0 1 0
0 1 0 0 0 1

 R1↔R2∼

 2 0 2 0 1 0
0 1 0 0 0 1
0 0 3 1 0 0


R1← 1

2
R1∼

 1 0 1 0 1
2 0

0 1 0 0 0 1
0 0 3 1 0 0


R3← 1

3
R3∼

 1 0 1 0 1
2 0

0 1 0 0 0 1
0 0 1 1

3 0 0


R1←R1−R3∼

 1 0 0 −1
3

1
2 0

0 1 0 0 0 1
0 0 1 1

3 0 0

 .

Dermed er

A−15 =

−
1
3

1
2 0

0 0 1
1
3 0 0

 .

Vi kan oppsummere resultatene slik:

Matrise Determinant Inverterbar
A1 −2 Ja
A2 0 Nei
A3 0 Nei
A4 −2 Ja
A5 6 Ja

ii) Hvilke matriser gir en entydig løsning av Ax̄ = b̄?
For en kvadratisk matrise A har likningssystemet

Ax̄ = b̄

en entydig løsning for enhver b̄ hvis og bare hvis A er inverterbar. Dette er
ekvivalent med at

det(A) ̸= 0.

Fra determinantene vi fant i punkt i), ser vi at

det(A1) ̸= 0, det(A4) ̸= 0, det(A5) ̸= 0.

Dermed har systemene

A1x̄ = b̄, A4x̄ = b̄ og A5x̄ = b̄

en entydig løsning for enhver b̄ med passende dimensjon.
Løsningen er i hvert tilfelle gitt ved

x̄ = A−1b̄.
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Matrisene A2 og A3 har determinant lik null og gir derfor ikke en entydig
løsning. Avhengig av b̄ vil systemene enten ha ingen løsninger eller uendelig
mange løsninger.
Vi konkluderer med at

A1, A4 og A5

gir en entydig løsning for enhver b̄.

2 Vi har

v̄ =

[
1
0

]
og

A =

[
8 3
0 2

]
.

Vi beregner Av̄:

Av̄ =

[
8 3
0 2

] [
1
0

]
=

[
8 · 1 + 3 · 0
0 · 1 + 2 · 0

]
=

[
8
0

]
.

Vi kan trekke ut konstanten 8: [
8
0

]
= 8

[
1
0

]
= 8v̄.

Dermed er
Av̄ = 8v̄,

og egenverdien som hører til egenvektoren v̄, er

λ = 8.

“ ‘

3 Vi skal finne egenverdier og egenvektorer for de to matrisene. Vi bruker følgende
fremgangsmåte:

1. Egenverdiene finner vi ved å løse den karakteristiske likningen

det(A− λI) = 0.

2. For hver egenverdi λ finner vi egenvektorene ved å radredusere A − λI og løse
det homogene likningssystemet

(A− λI)x̄ = 0̄.

a)

A =

[
16 −6
−4 6

]
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1. Finn egenverdiene.

Vi setter opp

A− λI =

[
16− λ −6
−4 6− λ

]
.

Den karakteristiske likningen er

det(A− λI) = 0.

Vi beregner determinanten:

det(A− λI) = (16− λ)(6− λ)− (−6)(−4)
= (16− λ)(6− λ)− 24

= 96− 22λ+ λ2 − 24

= λ2 − 22λ+ 72

= (λ− 18)(λ− 4).

Dermed får vi
(λ− 18)(λ− 4) = 0.

Egenverdiene til A er derfor

λ = 18, λ = 4.

2. Finn egenvektorene.

For λ = 18:

Vi løser
(A− 18I)x̄ = 0̄.

Vi radreduserer matrisen:

A− 18I =

[
−2 −6
−4 −12

]
∼

[
1 3
0 0

]
.

Det radreduserte systemet gir
x1 + 3x2 = 0,

altså
x1 = −3x2.

Variabelen x2 er fri. Setter vi x2 = t, får vi

x̄ = t

[
−3
1

]
, t ∈ R \ {0}.

Egenvektorene som hører til λ = 18, er dermed

x̄ = t

[
−3
1

]
, t ̸= 0.
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For λ = 4:

Vi løser
(A− 4I)x̄ = 0̄.

Vi radreduserer:

A− 4I =

[
12 −6
−4 2

]
∼

[
1 −1

2
0 0

]
.

Det radreduserte systemet gir

x1 −
1

2
x2 = 0,

altså
x2 = 2x1.

Variabelen x1 er fri. Setter vi x1 = t, får vi

x̄ = t

[
1
2

]
, t ∈ R \ {0}.

Egenvektorene som hører til λ = 4, er dermed

x̄ = t

[
1
2

]
, t ̸= 0.

b)

B =

[
1 7

2
0 1

2

]
1. Finn egenverdiene.

Vi setter opp

B − λI =

[
1− λ 7

2
0 1

2 − λ

]
.

Siden matrisen er øvre triangulær, er determinanten produktet av diagonalelemente-
ne:

det(B − λI) = (1− λ)

(
1

2
− λ

)
.

Den karakteristiske likningen blir dermed

(1− λ)

(
1

2
− λ

)
= 0.

Egenverdiene til B er

λ = 1, λ =
1

2
.

2. Finn egenvektorene.

For λ = 1:
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Vi løser
(B − I)x̄ = 0̄.

Vi radreduserer:

B − I =

[
0 7

2
0 −1

2

]
∼

[
0 1
0 0

]
.

Det radreduserte systemet gir
x2 = 0.

Variabelen x1 er fri. Setter vi x1 = t, får vi

x̄ = t

[
1
0

]
, t ∈ R \ {0}.

Egenvektorene som hører til λ = 1, er dermed

x̄ = t

[
1
0

]
, t ̸= 0.

For λ = 1
2 :

Vi løser (
B − 1

2
I

)
x̄ = 0̄.

Vi radreduserer:

B − 1

2
I =

[
1
2

7
2

0 0

]
∼

[
1 7
0 0

]
.

Det radreduserte systemet gir
x1 + 7x2 = 0,

altså
x1 = −7x2.

Variabelen x2 er fri. Setter vi x2 = t, får vi

x̄ = t

[
−7
1

]
, t ∈ R \ {0}.

Egenvektorene som hører til λ = 1
2 , er dermed

x̄ = t

[
−7
1

]
, t ̸= 0.

4 Vi bruker den samme fremgangsmåten som i forrige oppgave:

1. Finn egenverdiene ved å løse

det(A− λI) = 0.
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2. Finn egenvektorene til hver egenverdi ved å radredusere A− λI og løse

(A− λI)x̄ = 0̄.

a)

A =

2 4 0
4 2 0
0 0 2


1. Finn egenverdiene.

Vi setter opp

A− λI =

2− λ 4 0
4 2− λ 0
0 0 2− λ

 .

Det er naturlig å utvikle determinanten langs tredje rad eller tredje kolonne, siden
disse inneholder to nuller. Vi får

det(A− λI) = (2− λ) det

[
2− λ 4
4 2− λ

]
= (2− λ)

(
(2− λ)2 − 16

)
= (2− λ)

(
λ2 − 4λ− 12

)
= (2− λ)(λ− 6)(λ+ 2).

Den karakteristiske likningen er derfor

(2− λ)(λ− 6)(λ+ 2) = 0.

Egenverdiene til A er
λ = 6, λ = −2, λ = 2.

2. Finn egenvektorene.

For λ = 6:

Vi løser
(A− 6I)x̄ = 0̄.

Vi radreduserer:

A− 6I =

−4 4 0
4 −4 0
0 0 −4

 ∼
1 −1 0
0 0 1
0 0 0

 .

Det radreduserte systemet gir {
x1 − x2 = 0,

x3 = 0.

Dermed er
x1 = x2, x3 = 0.
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Variabelen x2 er fri. Setter vi x2 = t, får vi

x̄ = t

11
0

 , t ∈ R \ {0}.

Egenvektorene som hører til λ = 6, er dermed

x̄ = t

11
0

 , t ̸= 0.

For λ = −2:
Vi løser

(A+ 2I)x̄ = 0̄.

Vi radreduserer:

A+ 2I =

4 4 0
4 4 0
0 0 4

 ∼
1 1 0
0 0 1
0 0 0

 .

Det radreduserte systemet gir {
x1 + x2 = 0,

x3 = 0.

Dermed er
x1 = −x2, x3 = 0.

Variabelen x2 er fri. Setter vi x2 = t, får vi

x̄ = t

−11
0

 , t ∈ R \ {0}.

Vi kan like gjerne bytte fortegn på parameteren. Egenvektorene kan derfor skrives
som

x̄ = t

 1
−1
0

 , t ̸= 0.

For λ = 2:

Vi løser
(A− 2I)x̄ = 0̄.

Vi radreduserer:

A− 2I =

0 4 0
4 0 0
0 0 0

 ∼
1 0 0
0 1 0
0 0 0

 .
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Det radreduserte systemet gir

x1 = 0, x2 = 0.

Variabelen x3 er fri. Setter vi x3 = t, får vi

x̄ = t

00
1

 , t ∈ R \ {0}.

Egenvektorene som hører til λ = 2, er dermed

x̄ = t

00
1

 , t ̸= 0.

b)

B =

1
2 1 1

2
0 1 0
0 2 1


1. Finn egenverdiene.

Vi setter opp

B − λI =

1
2 − λ 1 1

2
0 1− λ 0
0 2 1− λ

 .

Siden første kolonne inneholder to nuller, utvikler vi determinanten langs denne ko-
lonnen:

det(B − λI) =

(
1

2
− λ

)
det

[
1− λ 0
2 1− λ

]
=

(
1

2
− λ

)
(1− λ)2.

Den karakteristiske likningen blir(
1

2
− λ

)
(1− λ)2 = 0.

Egenverdiene til B er

λ =
1

2
, λ = 1,

der λ = 1 har algebraisk multiplisitet 2.

2. Finn egenvektorene.

For λ = 1
2 :

Vi løser (
B − 1

2
I

)
x̄ = 0̄.
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Vi radreduserer:

B − 1

2
I =

0 1 1
2

0 1
2 0

0 2 1
2

 ∼
0 1 0
0 0 1
0 0 0

 .

Det radreduserte systemet gir

x2 = 0, x3 = 0.

Variabelen x1 er fri. Setter vi x1 = t, får vi

x̄ = t

10
0

 , t ∈ R \ {0}.

Egenvektorene som hører til λ = 1
2 , er dermed

x̄ = t

10
0

 , t ̸= 0.

For λ = 1:

Vi løser
(B − I)x̄ = 0̄.

Vi radreduserer:

B − I =

−1
2 1 1

2
0 0 0
0 2 0

 ∼
1 0 −1
0 1 0
0 0 0

 .

Det radreduserte systemet gir {
x1 − x3 = 0,

x2 = 0.

Dermed er
x1 = x3, x2 = 0.

Variabelen x3 er fri. Setter vi x3 = t, får vi

x̄ = t

10
1

 , t ∈ R \ {0}.

Egenvektorene som hører til λ = 1, er dermed

x̄ = t

10
1

 , t ̸= 0.

Selv om λ = 1 har algebraisk multiplisitet 2, er egenrommet endimensjonalt.
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5 a) Først undersøker vi om

x̄ =


2
1
1
−4


ligger i U . Vi har

2 + 1 + 1− 4 = 0.

Dermed oppfyller x̄ betingelsen som definerer U , og derfor er

x̄ ∈ U.

For å vise at x̄ ∈ V = span(v̄1, v̄2, v̄3), må vi finne skalarer a, b, c ∈ R slik at

x̄ = av̄1 + bv̄2 + cv̄3.

Vi har

av̄1 + bv̄2 + cv̄3 = a


1
−1
0
0

+ b


0
1
−1
0

+ c


0
0
1
−1

 =


a

−a+ b
−b+ c
−c

 .

Altså, vi får ligningssystemet
1 0 0
−1 1 0
0 −1 1
0 0 −1


ab
c

 1.
=


a

−a+ b
−b+ c
−c

 2.
=


2
1
1
−4

 .

Du kan finne a, b, c ved å bruke Gauss-Jordan-eliminasjon på [A|x̄] eller studere
ligningen som dannes ved likhetstegn 2. Begge metoder gir oss a = 2, b = 3, c =
4. Dermed er

x̄ = 2v̄1 + 3v̄2 + 3v̄3 ∈ V

b) For å vise at U er et underrom av R4, må vi vise at U

1. U er ikke tomt,
2. U er lukket under addisjon: ū, v̄ ∈ U =⇒ w̄ = ū+ v̄ ∈ U ,
3. U er lukket under skalarmultiplikasjon: αū ∈ U for alle α ∈ R og alle

skalarer α ∈ R.
Først har vi

0 + 0 + 0 + 0 = 0.

Dermed er

0̄ =


0
0
0
0

 ∈ U,

og U ̸= {} = ∅ er ikke tomt, siden den inneholder minst én vektor, nemlig
nullvektoren.
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La nå

x̄ =


x1
x2
x3
x4

 ∈ U og ȳ =


y1
y2
y3
y4

 ∈ U.

Siden x̄, ȳ ∈ U , har vi
x1 + x2 + x3 + x4 = 0

og
y1 + y2 + y3 + y4 = 0.

Summen av vektorene er vektoren z̄ =


z1
z2
z3
z4

 gitt som

z̄ = x̄+ ȳ =


x1 + y1
x2 + y2
x3 + y3
x4 + y4

 .

Summen av koordinatene til z̄ er

z1 + z2 + z3 + z4 = (x1 + y1) + (x2 + y2) + (x3 + y3) + (x4 + y4)

= (x1 + x2 + x3 + x4) + (y1 + y2 + y3 + y4)

= 0 + 0

= 0.

Dermed er
z̄ = x̄+ ȳ ∈ U,

så U er lukket under addisjon.
La til slutt x̄ ∈ U og c ∈ R. Da er

cx̄ =


cx1
cx2
cx3
cx4

 .

Summen av koordinatene til vektoren z̄ = cx̄ er

cx1 + cx2 + cx3 + cx4 = c(x1 + x2 + x3 + x4) = c · 0 = 0.

Dermed er
cx̄ ∈ U,

så U er lukket under skalarmultiplikasjon.
Vi har dermed vist at U inneholder nullvektoren/ikke er tom, lukket under
addisjon og lukket under skalarmultiplikasjon. Derfor er U et underrom av R4.

c) For å vise at U = V , viser vi først at

V ⊂ U,
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og deretter at
U ⊂ V.

Vi viser først at V ⊆ U . La x̄ ∈ V . Siden

V = span(v̄1, v̄2, v̄3),

finnes det skalarer a, b, c ∈ R slik at

x̄ = av̄1 + bv̄2 + cv̄3.

Som tidligere får vi

x̄ =


a

−a+ b
−b+ c
−c

 .

Summen av koordinatene til x̄ er

a+ (−a+ b) + (−b+ c) + (−c) = 0.

Dermed oppfyller x̄ betingelsen som definerer U , og derfor er

x̄ ∈ U.

Vi har dermed vist at
V ⊆ U.

Vi viser nå at U ⊆ V . La

x̄ =


x1
x2
x3
x4

 ∈ U.

Da har vi
x1 + x2 + x3 + x4 = 0.

Vi ønsker å skrive x̄ som en lineærkombinasjon av v̄1, v̄2 og v̄3, altså finne a, b, c
slik at

x̄ = av̄1 + bv̄2 + cv̄3.

Ved å bruke den samme metoden du valgte å bruke i Oppgave 5 a):
Ved Gauss-Jordan-eliminasjon av systemet får vi

1 0 0 x1
−1 1 0 x2
0 −1 1 x3
0 0 −1 x4

 ∼

1 0 0 x1
0 1 0 x1 + x2
0 0 1 x1 + x2 + x3
0 0 0 x1 + x2 + x3 + x4

 .

Den nederste raden av matrisen på høyre side må vi være forsiktige med fordi
det potensielt kan oppstå ingen løsning dersom uttrykket leses som 0 = 1. Men
heldigvis har vi antagelsen at x1+x2+x3+x4 = 0, dermed får vi den entydige
løsningen: 

1 0 0 x1
0 1 0 x1 + x2
0 0 1 x1 + x2 + x3
0 0 0 0

 ,
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som forteller oss at

a = x1, b = x1 + x2, c = x1 + x2 + x3 = −x4,

for x̄ = av̄1 + bv̄2 + cv̄3. Dermed er x̄ ∈ V , og vi har vist at

U ⊆ V.

Siden
V ⊆ U og U ⊆ V,

følger det at
U = V.

6 a) Vi skal finne alle vektorer

x̄ =

x1x2
x3

 ∈ R3

som oppfyller
Ax̄ = 0̄.

Vi har

Ax̄ =
[
1 1 1

] x1x2
x3

 = x1 + x2 + x3.

Dermed må
x1 + x2 + x3 = 0.

Vi kan løse for x1 og får
x1 = −x2 − x3.

Setter vi x2 = s og x3 = t, får vi

x̄ =

−s− t
s
t

 = s

−11
0

+ t

−10
1

 .

Derfor er

ker(A) =


x1x2
x3

 ∈ R3

∣∣∣∣∣∣x1 + x2 + x3 = 0

 .

Vi kan også skrive nullrommet som

ker(A) = span

−11
0

 ,

−10
1

 .

Nullrommet er altså et plan gjennom origo i R3.
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b) Identitetsmatrisen oppfyller
Inx̄ = x̄

for alle x̄ ∈ Rn. Dermed har vi

Inx̄ = 0̄ ⇐⇒ x̄ = 0̄.

Derfor er
ker(In) = {0̄}.

Nullrommet til identitetsmatrisen består altså bare av nullvektoren.

c) Merk først at dersom
A : Rn −→ Rm,

så består ker(A) av vektorer x̄ ∈ Rn som tilfredstiller Ax̄ = 0̄ ∈ Rm. Dermed er
ker(A) et undermengde av Rn.
For å vise at ker(A) er et underrom, må vi sjekke tre ting:

1. ker(A) ̸= ∅ : Vi husker fra forelesning at matriser er lineære, det vil si
A(αx̄ + ȳ) = αA(x̄) + A(ȳ) for alle vektorer x̄, ȳ ∈ Rn og skalarer α ∈ R.
Nullvektoren kan skrives som 0̄ = 0x̄ for alle vektorer x̄ ∈ Rn, dermed blir

A0̄ = 0Ax̄ = 0̄.

Så vi vet at 0̄ ∈ ker(A), så nullrommet er ikke tomt.
2. ker(A) er lukket under addisjon: Vi må vise at for x̄, ȳ ∈ ker(A) så er

z̄ = x̄+ ȳ ∈ ker(A).
La nå x̄, ȳ ∈ ker(A). Da er

Ax̄ = 0̄ og Aȳ = 0̄.

Siden matriseavbildningen er lineær, får vi

A(x̄+ ȳ) = Ax̄+Aȳ = 0̄ + 0̄ = 0̄.

Dermed er z̄ ∈ ker(A).
3. ker(A) er lukket under skalarmultiplikasjon: Vi må sjekket at for α ∈ R

of x̄ ∈ ker(A) så er z̄ = αx̄ ∈ ker(A).
For en vektor x̄ som tilfredstiller Ax̄ = 0̄, får vi at

Az̄ = A(αx̄) = αAx̄ = α0̄ = 0̄.

Dermed er z̄ = αx̄ ∈ ker(A).

Vi har dermed vist at ker(A) ikke er tomt/inneholder nullvektoren, er lukket
under addisjon og lukket under skalarmultiplikasjon. Derfor er

ker(A)

et underrom av Rn.
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7 a) Vi setter vektorene inn som kolonner i en matrise:

A =

1 −2 6
1 −2 0
1 0 0

 .

Siden vi har tre vektorer i R3, er A en kvadratisk matrise. Vi kan derfor bruke
determinanttesten: kolonnene i en kvadratisk matrise er lineært uavhengige hvis
og bare hvis determinanten er ulik null.
Vi utvikler determinanten fra den nederste raden:

det(A) = 1

∣∣∣∣−2 6
−2 0

∣∣∣∣− 0

∣∣∣∣1 6
1 0

∣∣∣∣+ 0

∣∣∣∣1 −2
1 −2

∣∣∣∣ = 12− 0 + 0 = 12.

Siden
det(A) = 12 ̸= 0,

er søylene i A lineært uavhengige. Dermed er vektorene

x̄, ȳ, z̄

lineært uavhengige.

b) Vi setter vektorene inn som søyler i matrisen

A =

−5 1 1
−5 1 1
3 0 1

 .

Siden vi har tre vektorer i R3, er A kvadratisk, og vi kan bruke determinanttes-

ten. La B =

−5 1 1
0 0 0
3 0 1

, være matrisen vi får ved å bruke følgende radopera-

sjon på A : R2 ← R2 −R1. Vi husker fra forelesningen at i dette tilfellet har vi
at

det(A) = det(B).

Siden B har en nullrad, vil det(B) = 0. Derfor er

det(A) = 0.

Dermed er søylene i A lineært avhengige, og vektorene er altså ikke lineært
uavhengige.
Vi kan også finne en konkret lineær sammenheng mellom vektorene:

x̄+ 8ȳ − 3z̄ =

−5−5
3

+ 8

11
0

− 3

11
1

 =

00
0

 .

Siden dette er en ikke-triviell lineærkombinasjon som gir nullvektoren, er vek-
torene lineært avhengige.
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c) Vi setter vektorene inn som søyler i en matrise:

A =

1 3
2 2
3 1

 .

Matrisen er en 3 × 2-matrise og er derfor ikke kvadratisk. Vi kan dermed ikke
bruke determinanttesten. I stedet bruker vi Gauss–Jordan-eliminasjon for å un-
dersøke om det finnes en pivot i hver søyle.
Vi radreduserer:1 3

2 2
3 1

 R2←R2−2R1−−−−−−−−−→
R3←R3−3R1

1 3
0 −4
0 −8

 R3←R3−2R2−−−−−−−−−→

1 3
0 −4
0 0

 .

Videre får vi 1 3
0 −4
0 0

 ∼
1 0
0 1
0 0

 .

Den radreduserte matrisen har en pivot i hver søyle. Derfor er ligningen

ax̄+ bȳ = 0̄

bare løst av a = b = 0. Dermed er x̄ og ȳ lineært uavhengige.

d) Vi setter vektorene inn som søyler i matrisen

A =


1 0 0
−1 1 0
0 −1 1
0 0 −1

 .

Matrisen er en 4 × 3-matrise og er derfor ikke kvadratisk. Vi kan dermed ikke
bruke determinanttesten. I stedet bruker vi Gauss–Jordan-eliminasjon.
Vi radreduserer:

1 0 0
−1 1 0
0 −1 1
0 0 −1

 R2←R2+R1−−−−−−−−→


1 0 0
0 1 0
0 −1 1
0 0 −1

 R3←R3+R2−−−−−−−−→


1 0 0
0 1 0
0 0 1
0 0 −1

 .

Til slutt gjør vi radoperasjonen

R4 ← R4 +R3

og får 
1 0 0
0 1 0
0 0 1
0 0 0

 .

Den radreduserte matrisen har en pivot i hver av de tre søylene. Derfor har
ligningen

ax̄+ bȳ + cz̄ = 0̄

kun den trivielle løsningen
a = b = c = 0.

Dermed er vektorene lineært uavhengige.
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e) Vi setter vektorene inn som søyler i matrisen

A =

[
1 1 2
−1 1 −3

]
.

Matrisen er en 2× 3-matrise og er derfor ikke kvadratisk.

Løsning 1: Den raske måten å konkludere på er å si: (m× n)-matriser hvor m < n, vil
aldri ha en entydig løsning på Ax̄ = b̄. Dermed vil A med m = 2 < n = 3
ikke ha en entydig løsning. Så vektorene er ikke lineært uavhengige.

Løsning 2: Vi løser ved hjelp av Gauss-Jordan-eliminasjon og får en intuisjon på hvor-
for Løsning 1 holder.

Vi radreduserer:[
1 1 2
−1 1 −3

]
R2←R2+R1−−−−−−−−→

[
1 1 2
0 2 −1

]
R2← 1

2
R2−−−−−−→

[
1 1 2
0 1 −1

2

]
.

Deretter utfører vi
R1 ← R1 −R2

og får [
1 0 5

2
0 1 −1

2

]
.

Det finnes ingen pivot i den tredje søylen. Variabelen som svarer til denne
søylen, er derfor fri, og det finnes ikke-trivielle løsninger av

ax̄+ bȳ + cz̄ = 0̄.

Fra den radreduserte matrisen får vi

a = −5

2
c, b =

1

2
c.

Velger vi for eksempel c = 2, får vi

a = −5, b = 1, c = 2.

Dermed har vi den ikke-trivielle lineære sammenhengen

−5x̄+ ȳ + 2z̄ = 0̄.

Vektorene er derfor lineært avhengige.

f) En basis {v̄1, . . . , v̄m} for et underrom U ⊂ Rn må bestå av lineært uavhengige
vektorer som tilfredsstiller U = span(v̄1, . . . , v̄m), da er dimensjonen til U lik
antall vektorer i basisen, dim(U) = m.

6-a) Her fant vi ut at vektorene var lineært uavhengige, dermed danner vektorene

x̄ =

11
1

 , ȳ =

−2−2
0

 , z̄ =

60
0


en basis for

U := span(x̄, ȳ, z̄).
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Videre ser vi at

span(x̄, ȳ, z̄) =

v̄ =

a1 − 2a2 + 6a3
a1 − 2a2

a1

∣∣∣∣∣∣ for alle a1, a2, a3 ∈ R


=

v̄ =

v1v2
v3

∣∣∣∣∣∣ for alle v1, v2, v3 ∈ R


= R3.

Forklaring på overgangen span(x̄, ȳ, z̄) = R3: vi lar v̄ =

v1v2
v3

 være en til-

feldig vektor i R3. Vi setter da a1 = v3, og siden a2 kan velges fritt, velger
vi den slik at v2 = v3 − 2a2 ⇐⇒ a2 = v3−v2

2 . Tilsvarende, velger vi a3 til
å være a3 =

v1−v2
6 .

Vektorene danner en basis for U = R3, og dim(U) = 3.

6-b) Vi fant ut at vektorene

x̄ =

−5−5
3

 , ȳ =

11
0

 , z̄ =

11
1


er lineært avhengige og danner derfor ikke en basis.

6-c) Vi fant ut at vektorene

x̄ =

12
3

 , ȳ =

32
1


er lineært uavhengige og danner derfor en basis for U = span(x̄, ȳ). Siden vi
har 2 basisvektorer, vil dimensjonen til U være 2. Derfor kan ikke U ⊂ R3

være lik R3 som er 3-dimensjonalt. La oss finne U . For en vilkårlig vektor i
R3 gitt som,

v̄ =

v1v2
v3

 ,

radreduserer vi totalmatrisen til Aā = v̄, for ā =

[
a1
a2

]
. Vi får da at1 3 v1

2 2 v2
3 1 v3

 ∼ · · · ∼
1 0 −1

2v1 +
3
4v2

0 1 1
2v2 −

1
4v2

0 0 v1 − 2v2 + v3

 .

Vi legger merke til potensiell problematikk i siste rad og ser derfor at sys-
temet har kun en entydig løsning dersom

v1 − 2v2 + v3 = 0.

Vi konkluderer med at

U =

v̄ =

v1v2
v3

 ∈ R3

∣∣∣∣∣∣v1 − 2v2 + v3 = 0

 .
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6-d) Vi fant ut at vektorene

x̄ =


1
−1
0
0

 , ȳ =


0
1
−1
0

 , z̄ =


0
0
1
−1


er lineært uavhengige, og i Oppgave 4 c) at

U =

v̄ =


v1
v2
v3
v4

 ∈ R4

∣∣∣∣∣∣∣∣v1 + v2 + v3 + v4 = 0

 .

Dimensjonen til U er 3.
6-e) Her fant vi ut at vektorene var lineært avhengige og vil derfor ikke danne

en basis.
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