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Løsningsforslag —
Oppgavesett 1

1 a) i) Vi har at

I2A =

[
1 0
0 1

] [
1 1
0 1

]
=

[
12 + 0 12 + 0 · 1

0 · 1 + 1 · 0 0 · 1 + 12

]
=

[
1 1
0 1

]
= A,

og

AI2 =

[
1 1
0 1

] [
1 0
0 1

]
=

[
1 1
0 1

]
= A.

Siden
I2A = A = AI2,

kommuterer matrisene I2 og A.
ii) Her får vi at

AB =

[
1 1
0 1

] [
1 2
3 4

]
=

[
12 + 1 · 3 1 · 2 + 1 · 4
0 · 1 + 1 · 3 0 · 2 + 1 · 4

]
=

[
4 6
3 4

]
,

og

BA =

[
1 2
3 4

] [
1 1
0 1

]
=

[
12 + 0 12 + 2 · 1

3 · 1 + 4 · 0 3 · 1 + 4 · 1

]
=

[
1 3
3 7

]
.

Siden

AB =

[
4 6
3 4

]
̸=

[
1 3
3 7

]
= BA,

Har vi at matrisene A og B ikke kommuterer.

b) i) Vi får at

AC =

[
1 1
0 1

] [
a b
c d

]
=

[
a+ c b+ d
c d

]
og

CA =

[
a b
c d

] [
1 1
0 1

]
=

[
a a+ b
c c+ d

]
.

For at AC = CA, må vi ha følgende likheter

a+ c = a

b+ d = a+ b

c = c

d = c+ d.

Fra dette ser vi at c = 0 og a = d. Det vil si at når C =

[
a b
0 a

]
, vil A og

C kommutere.
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ii) Matrisemultiplikasjon av I2 og C gir oss at I2C = C og CI2 = C, uavhengig
av hva a, b, c, d ∈ R er. Dette betyr at matrisen I2 kommuterer med alle
(2× 2)-matriser.

c) For en tilfeldig 2-dimensjonal vektor x̄ =

[
x1
x2

]
, får vi at

I2x̄ =

[
1 0
0 1

] [
x1
x2

]
=

[
x1 + 0 · x2

0 · x1 + 1 · x2

]
= x̄.

d) Gjør tilsvarende utregning som i b-ii og c.

e) Induksjons bevis: Vi skal vise at påstanden

P (m) : Imn = In

holder for alle m ≥ 0.
Trinn 1.
Når k = 0 eller k = 1, er det tydelig at Ikn = In.
Trinn 2. Vår induksjonshypotese er at P (k) er sann for m = k, altså,

Ikn = In.

Med da får vi for m = k + 1 at

Ik+1
n = InI

k
n = Ikn = In.

2 a) Matrisen A har 3 rader og 3 kolonner og er dermed en (3× 3)-matrise.
Matrisen B har 3 rader og 1 kolonne og er dermed en (3× 1)-matrise.
Matrisen C har 2 rader og 3 kolonner og er dermed en (2× 3)-matrise.

A : 3× 3, B : 3× 1, C : 2× 3.

b) Matriseproduktene som ikke er definert: BA,AC,BC,B2, C2.
Begrunnelse:

A : 3× 3, B : 3× 1, C : 2× 3.

Et produkt XY er definert dersom antall kolonner i X er lik antall rader i Y .

Sjekk av produktene:

AB : (3× 3)(3× 1) ✓

BA : (3× 1)(3× 3) ikke definert (1 ̸= 3)

AC : (3× 3)(2× 3) ikke definert (3 ̸= 2)

CA : (2× 3)(3× 3) ✓

BC : (3× 1)(2× 3) ikke definert (1 ̸= 2)

CB : (2× 3)(3× 1) ✓
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A2 : (3× 3)(3× 3) ✓

B2 : (3× 1)(3× 1) ikke definert (1 ̸= 3)

C2 : (2× 3)(2× 3) ikke definert (3 ̸= 2)

Beregning av A2:

A2 = AA =

−1 5 2
3 1 −6
0 2 1

−1 5 2
3 1 −6
0 2 1

 .

Vi multipliserer rad for kolonne.

A2 =


(−1)(−1) + 5 · 3 + 2 · 0 (−1) · 5 + 5 · 1 + 2 · 2 (−1) · 2 + 5 · (−6) + 2 · 1

3 · (−1) + 1 · 3 + (−6) · 0 3 · 5 + 1 · 1 + (−6) · 2 3 · 2 + 1 · (−6) + (−6) · 1

0 · (−1) + 2 · 3 + 1 · 0 0 · 5 + 2 · 1 + 1 · 2 0 · 2 + 2 · (−6) + 1 · 1

 .

Regner ut elementene:

A2 =

1 + 15 + 0 −5 + 5 + 4 −2− 30 + 2
−3 + 3 + 0 15 + 1− 12 6− 6− 6
0 + 6 + 0 0 + 2 + 2 0− 12 + 1

 =

16 4 −30
0 4 −6
6 4 −11

 .

Beregning av AB:

Siden A er 3× 3 og B er 3× 1 er AB definert som 3× 1 og blir

AB =

−1 5 2
3 1 −6
0 2 1

 3
−1
−2

 =

 −1 · 3 + 5 · (−1) + 2 · (−2)
3 · 3 + 1 · (−1) + (−6) · (−2)
0 · 3 + 2 · (−1) + 1 · (−2)

 =

−1220
−4

 .

Beregning av CA:

CA =

[
1 3 4
0 2 −1

]−1 5 2
3 1 −6
0 2 1

 =

[
8 16 −12
6 0 −13

]
.

Beregning av CB:

CB =

[
1 3 4
0 2 −1

] 3
−1
−2

 =

[
1 · 3 + 3 · (−1) + 4 · (−2)

0 · 3 + 2 · (−1) + (−1) · (−2)

]
=

[
−8
0

]
.
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c) Fra deloppgave b) har vi at

A2 =

16 4 −30
0 4 −6
6 4 −11

 .

Videre har vi

7A =

−7 35 14
21 7 −42
0 14 7

 .

Dermed blir

M = A2 + 7A =

 9 39 −16
21 11 −48
6 18 −4

 .

3 Beregn produktene.


2 3
−1 4
−1 0
1 2

[
2 1 1
1 5 1

]
=


7 17 5
2 19 3
−2 −1 −1
4 11 3

 .

[
4 1 1 6

] 
0
1
1
3

 = 20.

[
4 1 1 6
2 0 0 1

]
0 1
1 2
1 2
3 2

 =

[
20 20
3 4

]
.

4 Skriv om likningssystemene til matriselikning og løs ved hjelp av Gauss-Jordan-
eliminasjon.

a)

Likningssystemet kan skrives som en utvidet matrise: 2 −1 3 2 −1 7
1 2 1 −1 1 6
1 −4 −1 3 −1 0

 .
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Bytt R1 og R2:  1 2 1 −1 1 6
2 −1 3 2 −1 7
1 −4 −1 3 −1 0

 .

Eliminer under pivot:
R2 ← R2 − 2R1, R3 ← R3 −R1

 1 2 1 −1 1 6
0 −5 1 4 −3 −5
0 −6 −2 4 −2 −6

 .

Lag pivot i kolonne 2:

R2 ← −
1

5
R2

 1 2 1 −1 1 6
0 1 −1

5 −4
5

3
5 1

0 −6 −2 4 −2 −6

 .

Eliminer over og under pivot:

R1 ← R1 − 2R2, R3 ← R3 + 6R2

 1 0 7
5

3
5 −1

5 4
0 1 −1

5 −4
5

3
5 1

0 0 −16
5 −4

5
8
5 0

 .

Lag pivot i kolonne 3:

R3 ← −
5

16
R3

 1 0 7
5

3
5 −1

5 4
0 1 −1

5 −4
5

3
5 1

0 0 1 1
4 −1

2 0

 .

Eliminer over pivot:

R1 ← R1 −
7

5
R3, R2 ← R2 +

1

5
R3

 1 0 0 1
4

1
2 4

0 1 0 −3
4

1
2 1

0 0 1 1
4 −1

2 0

 .
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Vi får derfor (med frie variabler x4 = s, x5 = t):

x1 = 4− 1

4
s− 1

2
t, x2 = 1 +

3

4
s− 1

2
t, x3 = −

1

4
s+

1

2
t.

Siden x4 = s, x5 = t er frie kan vi like gjerne se på s̃ = 1
4s, t̃ =

1
2 t og vi får

x1 = 4− s̃− t̃, x2 = 1 + 3s̃− t̃, x3 = −s̃+ t̃.

b) Utvidet matrise:  0.2 1.7 1.3 0
0.3 0.8 0.1 0
1 1 1 1


Fjern desimaltall:

R1 ← 10R1, R2 ← 10R2

 2 17 13 0
3 8 1 0
1 1 1 1


Bytt R1 og R3 for å få pivot 1 øverst: 1 1 1 1

3 8 1 0
2 17 13 0


Eliminer under pivot i kolonne 1:

R2 ← R2 − 3R1, R3 ← R3 − 2R1

 1 1 1 1
0 5 −2 −3
0 15 11 −2


Lag pivot i kolonne 2:

R2 ←
1

5
R2

 1 1 1 1
0 1 −2

5 −3
5

0 15 11 −2


Eliminer under pivot:

R3 ← R3 − 15R2
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 1 1 1 1
0 1 −2

5 −3
5

0 0 17 7


Lag pivot i kolonne 3:

R3 ←
1

17
R3

 1 1 1 1
0 1 −2

5 −3
5

0 0 1 7
17


Eliminer over pivot i kolonne 3:

R2 ← R2 +
2

5
R3

 1 1 1 1
0 1 0 −37

85
0 0 1 7

17


R1 ← R1 −R3

 1 1 0 10
17

0 1 0 −37
85

0 0 1 7
17


Eliminer over pivot i kolonne 2:

R1 ← R1 −R2

 1 0 0 87
85

0 1 0 −37
85

0 0 1 7
17


Dermed får vi løsningen

x1 =
87

85
, x2 = −

37

85
, x3 =

7

17
.
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