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Beskjeder

Rombytte: EL5 i dag og i morgen. F1 igjen på torsdag.
Skal fikse fasit (til tallsvar) på øvingene.
Til sivingene: Bokhandelen (Akademika) har dessverre ikke fått
inn bøkene til TMA4100 Matematikk 1 enda. (Ny versjon, så
lurte å vente, istedenfor å kjøpe den gamle utgaven.)



Dagen i dag

Eksempel om graf til kvadratisk ligning (fullføre kvadrater)
Tema 3 – Funksjoner: Definisjonsmengde, verdimengde, delt
forskrift, sammensetning (av funksjoner), grafer & skissering,
implisitte funksjoner, symmetri (like/odde), en-til-en,
inversfunksjoner og kontinuitet.



Grafer til kvadratiske ligninger

Sirkler

(x − x0)
2 + (y − y0)

2 = r2 beskriver en sirkel av radius r med
sentrum i (x0, y0).

Ellipser

(x − x0)
2

a2 +
(y − y0)

2

b2 = 1 beskriver en ellipse med sentrum i

(x0, y0) og halvakser a og b.

Hyperbler

(x − x0)
2

a2 − (y − y0)
2

b2 = ±1 beskriver en hyperbel.

Parabler

y = a(x − h)2 + k (og x = a(y − h)2 + k) beskriver en parabel.



Funksjoner

Likhet av funksjoner

To funksjoner f : Df → R og g : Dg → R er like (som funksjoner)
dersom

1 Df = Dg

2 f (x) = g(x) for alle x ∈ Df = Dg



Funksjoner

En funksjon f er ikke ordentlig definert før definisjonsmengden
er spesifisert.

Konvensjon for definisjonsmengden
Hvis en funksjon f blir beskrevet uten at definisjonsmengden angis
eksplisitt, så antas det at definisjonsmengden Df består av alle
reelle tall x slik at f (x) gir mening (og blir et reelt tall).

Når f beskrives med en formel holder det stort sett å fjerne de
x-verdiene hvor vi deler på 0 eller tar roten eller logaritmen av
et negativt tall i uttrykket for f (x).



Funksjoner

Vanligvis angis en funksjon via en eksplisitt formel. Men
generelle funksjoner kan være ganske rare.

Eksempel

La f : [1,∞)→ R være gitt ved å sette f (x) lik det minste
primtallet større eller lik x .

f (1) = f (
√
2) = f (2) = 2

f (14.2) = 17
f (1000000000) = ??

Ingen (verken mennesker, dyr eller datamaskiner) kan regne ut f (x)
for veldig store x-verdier. Men f er allikevel en veldefinert
(matematisk) funksjon!



Nye funksjoner fra gamle

Gitt to funksjoner f : Df → R og g : Dg → R. Da kan vi definere
nye funksjoner f + g , f − g , fg , og f

g via formlene:

(f + g)(x) = f (x) + g(x)

(f − g)(x) = f (x)− g(x)

(fg)(x) = f (x)g(x)(
f

g

)
(x) =

f (x)

g(x)

De tre første er definert på Df ∩Dg , og den siste er definert for alle
x ∈ Df ∩ Dg hvor g(x) 6= 0.

Df ∩ Dg består av alle tall x som tilhører både Df og Dg .
(Df ∪ Dg består av alle tall x som tilhører minst én av Df og
Dg .)



Nye funksjoner fra gamle

Stykkevis definerte funksjoner (delt forskrift)

Sammensatte funksjoner
Gitt to funksjoner f : Df → R og g : Dg → R. Den sammensatte
funksjonen f ◦ g er definert ved formelen

(f ◦ g)(x) = f (g(x)).

f ◦ g er definert for alle x ∈ Dg som er slik at g(x) ∈ Df .



Grafer

Grafer til funksjoner er spesielle typer grafer

En generell graf (kurve) i planet er grafen til en funksjon ⇐⇒ Det
for hver x-verdi finnes høyst én y -verdi slik at (x , y) ligger på
grafen ⇐⇒ Hver vertikale linje skjærer grafen høyst én gang



Skissere/gjenkjenne grafer (til funksjoner)
Nyttige knep

1 Ha en mental database over basisfunksjoner (neste 2 sider)
2 Forskyvning i y-retning: Får grafen til f (x) + a ved å

forskyve grafen til f a hakk oppover (nedover hvis a < 0).
3 Forskyvning i x-retning: Får grafen til f (x + a) ved å

forskyve grafen til f a hakk til venstre (høyre hvis a < 0).
4 Skalering: Får grafen til af (x) ved å komprimere x-aksen (i

y = f (x)) med en faktor a (og snu opp ned hvis a < 0). Større
|a| gir “spissere” graf.

5 Speiling: Får grafen til f (a− x) ved å speile grafen til f om
den vertikale linja x = a

2 .
6 Symmetri: Odde og like funksjoner
7 Fortegnsskjema (for f , f ′ og f ′′) og tabell med

funksjonsverdier
8 (Asymptoter)



Noen basisfunskjoner:



Noen flere basisfunskjoner:



Odde og like funksjoner

Egenskaper

like± like = like
odde± odde = odde
like · like = like

odde · odde = like
odde · like = odde
f odde =⇒ f (0) = 0

f like =⇒ f (x + k) symmetrisk om linja x = −k



Inverse funksjoner

For å vise at en funskjon f : D → R ikke er en-til-en

Finn to ulike (konkrete tall) x1, x2 ∈ D som er slik at f (x1) = f (x2).

For å vise at en funskjon f : D → R er en-til-en

Anta at x1, x2 ∈ D (“ukjente tall”) er slik at f (x1) = f (x2). Vis at
da må x1 = x2.

Egenskaper til f −1

Anta f : Df → R er en-til-en. Da gjelder:
f −1(f (x)) = x for alle x ∈ Df

f (f −1(y)) = y for alle y ∈ Vf

f −1 er en-til-en og
(
f −1)−1

= f

Får grafen til f −1 ved å speile grafen til f om linja y = x .



Inverse funksjoner



Uformell introduksjon til kontinuerlige funksjoner

Vi sier at f : D → R er en kontinuerlig funksjon (på hele D)
dersom f er kontinuerlig i hvert punkt (tall) a ∈ D.
Spesielt er g : R→ R en kontinuerlig funksjon hvis og bare
hvis g er kontinuerlig i ethvert reelt tall a.

Nyttig knep
En funksjon f er kontinuerlig i et punkt
a ∈ Df ⇐⇒ lim

x→a−
f (x) = f (a) = lim

x→a+
f (x).

“Venstre grenseverdi = funksjonsverdi = høyre grenseverdi”



Uformell introduksjon til kontinuerlige funksjoner

De aller fleste “vanlige” funksjoner er kontinuerlige (på hele sin
definisjonsmengde):

konstantfunksjoner, x , x2, x3, mer generelt alle polynomer
|x |
rasjonale funksjoner
x

m
n

sin, cos, tan (og deres inverser)
ex , ln x

Sum, differanse, produkt, brøk og sammensetning av
funksjoner bevarer kontinuitet.

NB: delt forskrift kan ødelegge, så må alltid dobbeltsjekke der
forskriften endres.


