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Oppgave 1 La f(x) = x4 − 2 ∈ Q[x].

a) Finn rotkroppen E til f(x) over Q, og graden [E : Q] til utvidelsen.

b) Vis at Galoisgruppen G(E/Q) ikke er abelsk.

Oppgave 2 La p være et primtall, og betrakt integritetsområdet

Z[
√
−p] = {a+ b

√
−p | a, b ∈ Z}.

a) Normen av et element u = a+ b
√
−p i Z[√−p] er heltallet

N(u) = u · u = a2 + pb2,

hvor u er den komplekskonjugerte av u. Den er multiplikativ, dvs. N(u ·v) =
N(u) ·N(v) for alle u, v ∈ Z[√−p].
Bruk normen til å vise at de eneste enhetene i Z[√−p] er 1 og −1. Vis videre
at de to elementene 1 +√−p og 1−√−p er irredusible, og at de ikke deler
elementet 2.

b) Vis at dersom p er et odde primtall, så er Z[√−p] ikke et entydig faktorise-
ringsområde (UFD).

Oppgave 3 La E = F (α) være en endelig utvidelse av en kropp F . Vis at
antall ulike F -automorfier σ : E → E er maksimalt [E : F ].

Oppgave 4 La p og q være ulike primtall, og E = Q(√p,√q).

a) Vis at E er en Galoisutvidelse av Q, og at [E : Q] = 4. Vis videre at
Galoisgruppen G(E/Q) er isomorf med Z2 × Z2.

b) Finn alle ekte mellomkropper Q ⊂ K ⊂ E.
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Oppgave 5 La F ⊆ E være en kroppsutvidelse, og anta at hverken 2 eller 3
deler graden [E : F ]. Vis at

F (α) = F (α2) = F (α3) = F (α4)

for alle α ∈ E.

Oppgave 6

a) La F være en kropp. Vis at enhver endelig undergruppe av den multiplika-
tive gruppen F ∗ = F \ {0} er syklisk. Du kan bruke følgende resultat fra
gruppeteorien uten bevis: hvis G er en endelig abelsk gruppe, så finnes det
et element h ∈ G slik at ordenen til g deler ordenen til h for alle g ∈ G.

b) La p være et primtall og w = e2πi/p ∈ C. Vis at Galoisgruppen G(Q(w)/Q)
er syklisk av orden p− 1.


