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MA3202 Galoisteori Side 1 av 2

Oppgave 1

a) Det finnes 21 irredusible moniske polynomer av grad 2 over F; = GF(7).
Hvor mange irredusible moniske polynomer finnes det av grad 3 over F;?

b) La E veere en endelig kropp, og la F og K vare underkropper av E slik at
[E:F]=[E:K] Visat F =K.

c) La E veere en uendelig kropp (dvs. |E| = 00), og la F og K veere underkropper
slik at [E: F] = [E: K] < co. Er da alltid F = K? (Gi begrunnelse.)
Oppgave 2

a) La F og K vere to kropper slik at F C K. Anta o er algebraisk over F og
over K. Vis at [K(a) : K] < [F(a) : F]. (Hint: Betrakt minimalpolynomet.)

b) La E veere rotkroppen til polynomet f(z) = z!® — 12 € Q[z]. Finn ordenen
til Galoisgruppen G = G(E|Q). (Gi begrunnelse.)

c) Vis at det finnes en mellomkropp K, dvs. Q@ C K C E, slik at [K : Q] = 39.
(Hint: Bruk Sylow-teori.)

d) Begrunn, ved & appellere til hovedsatsen i Galoisteori, at G = G(E|Q) i
oppgave b) er en ikke-abelsk gruppe.

e) Rgttene til f(z) = 2° — 2 € Q[z] er a = V2(€ R),wa, w?a, der w = e, Vis
at Q(wa) ikke inneholder a.

Oppgave 3  Visat 3 er et irredusibelt element i Z[v/—5] = {a+by/—5|a,b € Z},
men at 3 ikke er et primsk element i Z[/—5].

Oppgave 4

a) La (0 #)fi(z) € Flz],i = 1,2,...,n,... der F er en kropp. La fi(e;) = 0, der
a; €Ffori=1,2,...,n,... Viat [L: F] < deg(f1(z))-deg(f2(z)) - - - deg(fa(z))
for alle n, der L = F(ay, a2, ..., a,). (Hint: Bruk induksjon.)

b) La karakteristikken til kroppen K veere 0. La LL veere en algebraisk lukket
kropp som inneholder K, og anta at 1 < [LL : K] < co. Vis at L er en Galoisk
utvidelse av K.



Side 2 av 2 MA3202 Galoisteori

Oppgave 5 Det syklotomiske polynomet ®g(z) € Z[z] er et irredusibelt poly-
nom over Q, der rgttene til ®(z) er de primitive enhetsrgttene av orden 8. (Dette
skal du ikke bevise.) La E veere rotkroppen til ®g(z) over Q. Bestem Galoisgruppen
G = G(E|Q).
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