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La AABC vere en trekant, og la D vaere et punkt pa 1B slik at AxB*D. Utsagnet
vi skal vise er at

w(LCAB) 4+ u(£LBCA) < u(£DBC),

se ogsa figuren. Av Sacherri-Legendres teorem vet vi at
w(LCAB) 4+ u(£BCA) + un(£LABC) < 180°.

Dermed er

1W(Z/CAB) + u(/BCA) < 180° — u(ZLABC).

Av linesert-par teoremet vet vi ogsa at
w(£DBC) = 180° — u(£LABC),

og ved & kombinere de to forrige ligningene far vi resultatet vi skulle vise.

Figur 1: Figur til oppgave 4.5 1. Vi skal vise at den markerte ytre vinkelen har minst
like stort vinkelmal som summen av de to markerte indre vinklene. Beviset kombinerer
Saccheri-Legendres teorem og linesert par-teoremet.

La [l og m veere to ulike linjer som begge skjeeres av ei linje t. Vi ma vise at summen
av vinkelmalene til de indre vinklene pa den siden av ¢ der [ og m skjeerer hverandre
er strengt mindre enn 180°.

La oss fgrst ordne litt notasjon, slik at det blir klart hva vi faktisk mé vise her — etter
at det er gjort lgser oppgaven seg nesten selv. Anta at ¢ skjeerer [ i punktet B, og at
t skjeerer m i punktet B’. Anta s at [ og m skjeerer hverandre i D. Se figuren. Det

vi skal vise er da at
w(£DBB') 4+ u(£/BB'D) < 180°.
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Men dette folger lett av Saccheri-Legendres teorem anvendt pa trekanten ADBB’,
siden dette teoremet gir at

w(£DBB') + u(£BB'D) + n(£B'DB) < 180°.

Siden pu(£B'DB) > 0 av del 2 av gradskivepostulatet, folger resultatet.

Figur 2: Figur til oppgave 4.5 2. Vi skal vise at summen av vinkelmalet av de to markerte
vinklene er mindre enn 180°, noe som fglger lett av Saccheri-Legendres teorem.

La OABCD veere en konveks firkant (=quadrilateral). Vi skal vise at
wW(LABC) 4+ u(£BCD) + u(£CDA) + n(£DAB) < 360°.

Dette kan vi vise ved a dele firkanten i to trekanter, og bruke Saccheri-Legendre pa
hver trekant, se figuren. Saccheri-Legendre anvendt pa AABC og ACDA! gir nemlig
at

w(ZLABC) 4+ u(£BCA) + n(£LCAB) < 180°

og
w(LCDA) + u(£DAC) + n(LACD) < 180°.

Legger vi disse ligningene sammen, far vi at
w(ZLABC) 4+ u(£BCA) + n(LACD) + u(£LCDA) + u(£LDAC) + u(£LCAB) < 360°.

Ved a sammenligne denne ligningen med den vi skal vise, ser vi at det er nok & vise
at W(£LBCA)+ u(LACD) = n(£BCD) og (£DAC) + u(£LCAB) = u(£DAB). For
a vise disse to likhetene méa vi bruke at firkanten er konveks. En del av definisjonen
av konveks(definisjon 4.6.2), er at A ligger i det indre av ZBCD. Dermed gir del 4
av gradskivepostulatet? at

((£BCA) + u(LACD) = u(£BCD),

!Merk at dette faktisk er to trekanter! En del av definisjonen av firkant er nemlig at A, B, C' ikke kan
ligge pa linje, og at C, D, A ikke kan ligge pa linje.

—
2Betingelsen for & bruke del 4 av gradskivepostulatet er strengt tatt at stralen C' A ligger mellom strélene

C,'B og CB. Men per definisjon betyr dette at A ligger i det indre av Z/BCD. Dermed kan vi trygt bruke
del 4 av gradskivepostulatet nar vi vet at A ligger i det indre av ZBCD.
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og pa akkurat samme mate viser vi at

1((/DAC) + y(/CAB) = u(£/DAB).

Figur 3: Figur til oppgave 4.6 1. Vi skal vise at vinkelsummen i firkanten ikke er stgrre enn
360°. Vi deler firkanten i to trekanter, og bruke Saccheri-Legendre pa hver trekant. For a
fullfgre beviset méa vi bruke at firkanten er konveks.

Anta at JABCD er et parallellogram, altsa at 4B I oD og ¥5) I BC. Vi ma

vise at (JABCD er konveks, som betyr at hvert hjgrne ligger i det indre av vinkelen
definert av de tre andre hjgrnene. For eksempel ma vi vise at A ligger i det indre av
/BCD. Husk hva det betyr at A ligger i det indre av Z/BCD: det betyr at A og B
ligger pa samme side av C'D, og at A og D ligger pa samme side av . La oss vise
at dette holder:

e Siden 4D I %, vet vi at AD N BC = (), noe som betyr at A og D ligger pa

samme side av E( %3.

e Pi ngyaktig samme vis far vi at AB N Cﬁ = () siden j@ I Cﬁ, og dermed
ligger A og D pa samme side av %

Dermed har vi at A ligger i det indre av Z/BCD. P4 helt tilsvarende vis kan vi vise
at de andre punktene ligger i det indre av vinkelen definert av resten av punktene,
slik at firkanten er konveks.

3Se proposisjon 3.3.4 hvis dette er litt rusten kunnskap for tiden.
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La AABC veere en trekant, la D veere et punkt mellom A og B og la E veere et
punkt mellom A og C'. Se figuren. Vi skal vise at OBCED er en konveks firkant. Av
definisjonen av konvekshet for firkanter (definisjon 4.6.2) ma vi vise at hvert hjgrne
i OBCED ligger i det indre av vinkelen definert av de tre andre hjgrnene.

° E;l>igger i det indre av ZDBC : Merk forst at /DBC = ZABC, siden _]@ =
BA. Siden vi vet at E ligger mellom A og C, vet vi at stralen EE skjeerer det
indre av AC 4. Da sier teorem 3.5.3 at F ligger i det indre av ZABC = Z/DBC.

e D ligger i det indre av ZBCFE : Argumentet blir som over: vi har at ZBCE =

/BCA, og teorem 3.5.3 gir at D ligger i det indre av Z/BC A siden C-'ﬁ skjeerer
AB i punktet D.

e B ligger i det indre av ZC'ED : Av definisjonen av det indre av en vinkel, ma vi
vise at B og D ligger pa samme side av , og at B og C ligger pa samme side
av . Siden bade B og D ligger pa stralen AB, gir straleteoremet (teorem
3.3.9) at B og D ligger pa samme side av % = % Merk sa at B og A ligger
pa motsatt side av %, siden AB skjeerer ﬁ i D. Pa samme vis ligger C' og A

pa motsatt side av ﬁ7 siden AC' skjeerer ﬁ i E. Siden A ligger pa motsatt

side av av bade C og B, méa vi konkludere med at C' og B ligger pa samme

side av .

e (C ligger i det indre av ZEDB : Bevises som i forrige punkt.

Figur 4: Figur til oppgave 4.6 5. Vi viser at JBCED er en konveks firkant, som betyr at
vi mé sjekke at hvert hjgrne av firkanten ligger i det indre av vinkelen definert av de andre
hjgrnene.

Anta ferst at det euklidske parallellpostulatet holder — vi ma vise at dersom [ || m
og ei linje t # [ skjeerer [, s& ma t ogsd skjere m (Proclus’ aksiom). Vi bruker
et motsigelsesbevis, og antar derfor at ¢ skjeerer [, men at t ikke skjeerer m. Med
andre ord har vi at ¢ || m. La s& P veere punktet hvor t skjerer m. Da er [ og t to
linjer gjennom P som er parallelle til m, noe som er en motsigelse til det euklidske
parallellpostulatet. Dermed ma vi konkludere med at t skjeerer m, som var det vi
skulle vise.

4B.E) skjeerer tross alt dette linjestykket i punktet E!

26. februar 2018 Side 4 av 6



Losningsforslag — (ving 6

Anta sé at Proclus’ aksiom holder, og at vi har ei linje [ og et punkt P som ikke ligger
pa l. Vi mé vise at det finnes ei unik linje m som inneholder P og er parallell med
[. La A veere punktet pa [ slik at Ei 1 [ — at A finnes og er unikt er teorem 4.1.3.
Bruk sa del 3 av gradskivepostulatet til & finne et punkt @Q° slik at u(ZAPQ) = 90°.
Da gir alternerende indre vinkel-teoremet at [ || %, siden PA skjeerer | og slik
at alle indre vinkler er rette. Dermed har vi funnet ei linje m = slik at m || [ og
P € mS. Det gjenstar & vise at linja m er den eneste linja som tilfredsstiller disse to
betingelsene. Anta derfor at linja n # m ogsa er parallell med [ og gar gjennom P.
Vi ma vise at dette er umulig. Vi vet at [ og m er parallelle linjer, og at n skjaerer m
i punktet P. Dermed sier Proclus’ aksiom at n ogsa ma skjeere [, men det er selvsagt
en motsigelse til at [ || n. Dette fullfgrer beviset.

Figur 5: Figur til andre del av oppgave 4.7 2. Vi nedfeller en normal fra P til [ for & finne
punktet A. S& bruker vi gradskivepostulatet til & finne @ slik at u(ZAPQ) = 90°. Da gir
alternerende indre vinkel-teoremet at [ || % For & vise at m = er den unitke linja
gjennom P som er parallell med [ bruker vi Proclus’ aksiom pa de tre linjene I, m, n.

Vi skal vise at det euklidske parallellpostulat (sammen med alle aksiomene i ngy-
tral geometri) impliserer at alle trekanter har vinkelsum 180°. Vi kommer til & bruke
at boka har vist at det euklidske parallellpostulat er ekvivalent med motsatsen til
alternerende indre vinkel-teoremet i teorem 4.7.1 7.

Ved hjelp av del 3 av gradskivepostulatet kan vi finne et punkt D slik at u(£ZBCD) =

w(ZLABC), og slik at D og A ligger pa motsatt side av % Siden u(£ZBCD) =

5For & bruke gradskivepostulatet ma vi strengt tatt spesifisere hvilket halvplan @ skal ligge i, men i
akkurat dette tilfellet er det vilkarlig hvilket halvplan vi velger.

5Denne maten & konstruere ei linje gjennom et punkt P som er parallell med [ kalles i boka “the
double perpendicular construction”. Det er interessant & merke seg at denne konstruksjonen ikke brukes
det euklidske parallellpostulatet, og konstruksjonen fungerer derfor i ngytral geometri.

"Resultatet vi viser er del av teorem 4.7.4, s& vi tillater oss & bruke resultatene vist for dette teoremet.
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uw(LABC) gir alternerende indre vinkel-teoremet at oD I AB. Bruk si linjalpos-
tulatet til a finne et punkt E pa Cﬁ slik at £ x C x D. Siden % = CD, vet vi
at % | AB. Dermed gir motsatsen til alternerende indre vinkel-teoremet (teorem
4.7.1) at W(LACE) = u(£LCAB).

Til n& har vi vist at u(£ZBCD) = u(£LABC) og n(LACE) = n(£LCAB). For & vise
at

1(LABC) + p(LCAB) + u(LACB) = 180°,

er det derfor nok & vise at
w(£BCD) 4+ n(LACE) + n(£LACB) = 180°.

Men denne siste ligningen fglger av & bruke linesert par-teoremet: av linesert par-
teoremet er u(LACE) + u(£LACD) = 180°. Av del 4 av gradskivepostulatet er ogsé
w(LACD) = n(£LACB) + u(£BCD), slik at vi til sammen har at

180° = u(LACE) + (Z/ACD) = y(/ACE) + (£ ACB) + u(Z/BCD)
= w(LABC) + p(£LCAB) + n(£LACB),

der vi i siste ligning har brukt at at u(£BCD) = u(£LABC) og n(LACE) =
uw(ZCAB). Dermed har vi vist resultatet.

Figur 6: Figur til oppgave 4.7 6. Vi finner D slik at vinklene med ett merke er like, og
bruker det euklidske parallellpostulat til & vise at vinklene med to merker er like. Dermed
reduserer vi problemet til & vise at summen av vinkelmélet av de tre vinklene i C' er 180°,
og da kan vi bruke linesert par-teoremet til & fullfore beviset.
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