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Oppgave 1 [ 1765 oppdaget Euler et teorem vedrgrende trekanter innen euk-
lidsk geometri som Fuklid hadde oversett. I den matematiske litteraturen er termen
“Eulerlinjen” knyttet til denne oppdagelsen. Gi en kortfattet beskrivelse (uten be-
vis) av hva Euler oppdaget, gjerne ved hjelp av en figur.

Lgsning:

Gitt trekanten AABC'. La O veere omsenteret (skjseringspunkt mellom midtnorma-
lene til sidene i AABC), la G vaere sentroiden (skjeeringspunktet mellom mediane-
ne i AABC) og la H veere ortosenteret til AABC' (skjeeringspunktet mellom hgy-
dene i AABC). Da ligger O, G og H pa en rett linje (“Eulerlinjen”) og GH = 20G
(eventuelt OH = 30G). Se figur 1.

/s
c ,/ Eulerlinjen

Figur 1: Figur som viser Eulerlinjen.

Oppgave 2 La G = (P,IL) veere en hyberbolsk geometri. Hvilke av fglgende
utsagn er korrekte? (Du trenger ikke begrunne svarene.)

(a) Ingen trekanter kan omskrives av en sirkel.

(b) Det finnes trekanter som ikke tillater en innskreven sirkel.

(¢) Dersom to trekanter er formlike, sa er de kongruente.
)

(d) Dersom ¢,m og n er tre distinkte linjer slik at [ || m og m || n, sa vil { || n.



Side 2 av 9 MA2401/MAG6401 Geometri
Lg@sning

(a) Ikke korrekt.
(

b) Ikke korrekt.

)

)
(c) Korrekt.
(d) Ikke korrekt.

I de folgende oppgavene, der G = (P,LL) er en ngytral geometri, kan man fritt
benytte etter behov fglgende teoremer og resultater: linesert par-teoremet, tverr-
stangsteoremet, scalene-ulikheten, ytre-vinkel-teoremet, alternerende-indre-vinkel
(AIV) teoremet og likebent-trekant-teoremet. Bruk gjerne figurer for & illustrere
resonnementene i besvarelsene til oppgavene.

Oppgave 3 I denne oppgaven er G = (P, L) en ngytral geometri.

a) La trekantene AABC og ADEF sta i felgende forhold til hverandre:
AC = DF, ZACB = /DFE, ZABC = /DEF. Vis at AABC = ADEF.

b) La¢ € L, P € P, P ¢ (. Vis at det finnes en entydig linje m € L slik at
Pemogm L/

c) LaleL,PeP P ¢/ Visat det finnes n € L slik at P € nogn | £.

Lgsning:

a) Figur 2 viser hva som er antatt likt i trekantene AABC og ADEF'. Dersom
man kan vise at BC = EF, sd vil AABC = ADEF fglge fra SAS. Anta ad
absurdum at BC % EF. Uten tap av generalitet kan vi anta at BC' > EF. Avsett
et punkt P p& BC slik at CP = EF (linjalpostulatet) og trekk segmentet AP
(se skravert segment i figuren). Da er AAPC = ADEF ifplge SAS, og altsa er
LAPC = /ZDEF. Siden ZAPC er ytre vinkel til AABP, sa er

W(ZAPC) > u(ZABP) = y(/ABC) = u(/DEF).

Dette er en motsigelse til ZAPC = /DEF, og altsd md BC = EF. Fglgelig er
AABC = ADEF.
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Figur 2: Figur til oppgave 3 a).

b) Vi viser forst eksistensen av m. La @ og @' veere to distinkte punkter pa ¢
som vist i figur 3. Det finnes et punkt R pa motsatt side av ¢ enn P slik at
ZQ'QP = /Q'QR — dette folger av gradskivepg‘m}ﬂatet. Velg et punkt P’ pa Cﬁ
slik at QP = QP (linjalpostulatet). La m = PP’ og la {F} = PP’ N{ — altsd
er I skjeeringspunktet mellom ¢ og PP’, som finnes av planseparasjonspostulatet.
Dersom Q = F, sa erm L E@)en ZQ'FP og ZQ'F P’ begge er 90° idet de danner
et linezert par. Dersom F' € Q@' (slik som i figuren) sa er AFQP = AFQP’ ifplge
SAS, og altsa ZQFP = ZQFP'. Men da er begge vinklene rette siden de danner
et lineaert par, og folgelig m L ¢. Tilsvarende resonnerer man dersom F' € Q'Q).
Entydighet av m: Anta ad absurdum at det finnes to linjer m og m’ slik at P € m
og P € m', ogslikat m L £ ogm’ L £ — sefigur 4. La F og F' veere de to
fotpunktene, altsa skjeeringspunktene mellom ¢ og henholdsvis m og m'. Da har
APFF' en ytre vinkel ved F’ som er rett, dvs 90°. Det strider mot ytre-vinkel-
teoremet, siden ZPFF’ er en rett vinkel. Altsa er entydigheten av m bevist.

c) Nedfell en normal m fra P pa ¢, som vi sa at var mulig i b). Konstruer en linje

n gjennom P som er normal til m (gradskivepostulatet), som vist i figur 5. Da er
n || ¢ av AIV.
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Figur 5: Figur til oppgave 3 c).
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Figur 4: Figur til entydighetsbeviset i oppgave 3 b).

Oppgave 4

a) Vis at i ngytral geometri s& vil en linje ¢ skjeere en sirkel v = C(O, ) i hgyst
to punkter.

b) % at dersom linjen ¢ er tangent til sirkelen v = C(O,r) i punktet P sé vil
12

Lgsning:

a) La v = C(O,r) vaere en sirkel, og la ¢ veere en linje. Anta ad absurdum at
¢ skjeerer «v i tre distinkte punkter A, B,C. Vi kan uten tap generalitet anta at
Ax Bx(C.Naer OA = OB = OC = r. Ved likebent-trekant-teoremet anvendt
to ganger sa er de tre vinklene i figur 6 markert med « like. P4 samme vis gir to
anvendelser av likebent-trekant-teoremet at de tre vinklene i figur 7 markert g er
like. Dette medfgrer « = . Da ma a = 90° = 3, siden « og 3 danner et linesert
par. Dette strider mot at det finnes en entydig normal fra O pa (. Fglgelig kan ¢
skjeere v 1 hgyst to punkter.
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Figur 7: Figur til oppgave 4a).
Figur 6: Figur til oppgave 4a).

b) Ma vise at O<—}>7 1 ¢. Nedfell en normal fra O til ¢ og kall fotpunktet () som vist
i figur 8. Det er nok a vise at Q = P. Anta ad absurdum P # (). Velg et punkt
R pé (¢ slik at P Q * R og PQ = QR (linjalpostulatet). Da er AOPQ = AORQ
ved SAS. Da er r = OP = OR, og altsa ligger R pa . Dette er en motsigelse til
at P er det eneste punktet som ligger pa bade ¢ og ~. Falgelig er P = (), og derfor
er { L Oﬁ

Oppgave 5 La G = (P,L) veere en ngytral geometri. Denne oppgaven om-
handler to utsagn som er sanne i euklidsk geometri, men ikke ngdvendigvis i ngy-
tral geometri, nemlig det euklidske parallellpostulat og Proclusaksiomet:

Det euklidske parallellpostulat: dersom P € P, ¢ € L,P ¢ (, sa finnes det en
entydig m € LL slik at P € m og m || £.

Proclusaksiomet: dersom ¢ og ¢’ er parallelle linjer og t er en linje slik at ¢ # £ og

tNL#£0, saviltne #0.

a) Vis at det euklidske parallellpostulatet sammen med aksiomene for ngytral
geometri medfgrer at Proclusaksiomet er oppfylt.

b) Motsatt, vis at Proclusaksiomet sammen med aksiomene for ngytral geometri
medfgrer at det euklidske parallellpostulatet er oppfylt.
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Figur 8: Figur til oppgave 4 b).

Lgsning:

a) Anta ad absurdum at ¢ skjeerer ¢ i punktet P og at t ikke skjeerer ¢/, dvs. at
t || . Da er £ og t to distinkte linjer gjennom P som er parallelle til . Dette
motsier det euklidske parallellpostulatet, og altsa ma t N ¢ # ().

b) Gitt linjen ¢ og et punkt P slik at P € (. Ifplge oppgave 2c¢) eksisterer det en
parallell n til £ som gar gjennom P. Anta ad absurdum at det finnes en annen linje
m som er parallell med ¢ og som gar gjennom P — se figur 9. Ifglge Proclus-aksiomet
sa ma m skjeere ¢ siden n || £ og mNn # () (siden P € m Nn). Dette strider mot
at m er antatt a veere parallell med /. Fglgelig er n den eneste parallellen til £ som
gar gjennom P, og altsa er det euklidske parallellpostulat oppfylt.

Oppgave 6 Anta at vinkelsummen til alle trekantene i en ngytral geometri
har samme verdi, r. Vis at da ma r = 180°.

Lgsning: La AABC vere en vilkarlig trekant, og la D veere et punkt i det indre
av segmentet BC som vist i figur 10. Ifglge hypotesen anvendt pd trekantene
AABC,AABD og AADC far man:

(o +a)+B+y=r (1)
o+ B+6=r (2)
02+52+’7:T. (3)
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Figur 9: Figur til oppgave 5 b).

Néa er 61 + dy = 180° ifplge linesert par-teoremet. Adderer man (2) og (3), far man

derfor
(o + ag) + B+ v+ 180° = 2r. (4)

Ved & kombinere (4) med (1), far man at

r+ 180° = 2r,

altsa ma r = 180°.
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Figur 10: Figur til oppgave 6.



