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I dette notatet viser vi noen nyere resultater innen euklidsk geometri. Notatet erstatter
kapittel 5.6 i leereboka, altsd G. Venemas Foundation of Geometry, hvor flere av disse re-
sultatene star uten bevis. Nar vi refererer til ulike hjelperesultater underveis, vil referansen
alltid veere til laereboka. Beviset vi gir for Morleys teorem ble fgrst funnet av D.J. Newman,
og bevisene for de andre resultatene er hentet fra H. Coxeters Introduction to Geometry.
Notatet kan grovt deles inn i to deler: Morleys teorem og resten. Morleys teorem blir ikke
brukt i resten av notatet. Etter beviset for Morleys teorem viser vi eksistens av tre punk-
ter knyttet til enhver trekant, nemlig sentroiden, ortosenteret og omsenteret. Vi viser at
disse tre punktene ligger Fulerlinja, og at det finnes en sirkel gjennom ni punkt p& enhver
trekant, den sakalte nipunktsirkelen.

Merknad. Vi kommer til & bruke de vanlige forkortelsene fra faget. AIVT er alternerende
indre vinkel-teoremet (teorem 4.4.2), og MAIVT er det motsatte alternerende indre vinkel-
teoremet (teorem 5.1.1).
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Notat

1 Morleys teorem

Teorem (Morley, 1899). La AABC vere en trekant. Trekk, for hvert hjorne i AABC, de
to stralene som deler vinkelen ¢ tre like store deler. Merk tre av disse skjeringspunktene:
skjeringspunktet mellom stralene som ligger neermest AB, mellom strilene nermest BC' og
mellom stralene nermest AC. Da utgjor disse tre skjeringspunktene hjornene i en likesidet
trekant.

Figur 1: Figur som viser Morleys teorem. De stiplede strilene er strilene som deler vinklene i
trekanten i tre like store deler. Innholdet i teoremet er at den markerte trekanten er likesidet.

Merknad. Den litt kronglete formuleringen av teoremet skyldes at stralene i teoremet skjee-
rer hverandre i til sammen 12 punkt, og vi méa spesifisere hvilke av disse skjeeringspunktene
vi snakker om. Sannsynligvis er det lettere a forsta utsagnet ved a kikke pa figuren.

Bevis. La AABC veere en gitt trekant. Beviset vi skal bruke har en uventet innfallsvinkel:
det tar nemlig utgangspunkt i den likesidede trekanten vi skal bevise at finnes. Vi lar derfor
ADEF vere en likesidet trekant med sidelengde 1, se figur 2.

A

Figur 2: Utgangspunktet for beviset av Morleys teorem: trekanten AABC som vi jobber med, og en
likesidet trekant ADEF med sidelengde 1 som vi baserer beviset pa.
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Sa konstruerer vi vinklene 6,1 og ¢ som i figur 3, slik at

w(f) = M(ém + 60°
p() = “(éB) +60°
1(p) = M(éA) + 607,

der ZA, /B og Z/C er vinklene i trekanten AABC' som vi skal vise Morleys teorem for.

Figur 8: Bevis for Morleys teorem.

Denne konstruksjonen bruker naturligvis gradskivepostulatet. De to skjeeringspunktene
som oppstar kaller vi A" og B’, og vi trekker linjestykket mellom disse to punktene og
innfgrer vinklene o og g — se figur 3. Fgr vi gar videre bgr vi begrunne at skjseringspunk-
tene A’ og B’ faktisk finnes — det er apenbart fra figuren, men vi gnsker & vise det med
utgangspunkt i teorien vi har utviklet i faget. For & vise at B’ finnes, legger vi merke til at

/C /A

1(0) + p() = “(3) +60° + “(3) +60°
/A £LC
< 120° + 60° = 180°,

der vi har brukt at pu(ZA) + u(£C) < 180°, siden A og C er to hjgrner i en trekant.
Dermed mé skjeeringspunktet B’ finnes av Euklids femte postulat, som er vart teorem
5.1.2. P4 samme vis far vi at A’ finnes.

Vi konstruerer to nye vinkler av stgrrelse ¢ og v som vist i figur 4, og innfgrer slik ogsé
punktet C’. Dermed har vi en ny trekant AA’B’'C".
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Al

Figur 4: Bevis for Morleys teorem.

w(£LA)

Dersom vi kan vise at u(a) = p(§) = =3, vil vi av symmetri ha vist at Morleys teo-
rem holder for trekanten AA’B’C’. Da har vi nemlig at konstruksjonen véar deler vinklene
A’, B, C" i tre like store deler, og hjornene i den likesidede trekanten ADEF er skjeerings-

punktene til linjene som deler vinklene i tre like store deler.
Da vinkelsummen i trekanter er 180° finner vi at

p(§) = 180° — p(vp) — u()

/4B ZC
_ 00 - M );ru( )
_180° — pu(£B) — u(£C) _ p(£A)
B 3 3
P& helt samme vis finner vi at p(n) = ”(éB).

Vi anvender né sinussetningen tre ganger, forst pa trekanten AA’ED:
sinA/3  sinf
1 A'E’
der vi har satt inn p(§) = u(£A)/3. Fra trekanten AB'EF far vi
sinB/3  sinf

1 B'E’
der vi har satt inn pu(n) = u(£B)/3, og fra AA’B'E far vi

sina  sinf3

B'E  AE’

Ved & eliminere B'E, A'E og sin# fra de tre ligningene over, ender vi opp med

sinA/3  sina
sinB/3  sing’
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Denne siste ligningen impliserer faktisk at “(éA = p(a) og @ = u(B)— se merknad

etter beviset.

—

Vi har altsa vist at u(a) = u(£A)/3 = (&), slik at Morleys teorem holder for trekanten
AA’'B'C’'. Men konstruksjonen var deler ikke bare ZA’ i tre like store deler, den deler Z A’
i tre deler av storrelse @. Dermed mé pu(Z£A) = u(£A’), og av symmetri ma pu(£B') =
w(£B) og u(£C") = u(£C). Altsa har vi AA'B'C' ~ AABC. Av korollar 5.3.2 er derfor
AABC en skalert versjon! av AA’B'C’, og intuitivt vil trekanten ADEF forbli likesidet
under en slik skalering. Dermed holder Morleys teorem ogsa for trekanten AABC, som vi

skulle vise 2.
g
Merknad. 1 beviset (og i forelesning) utelot vi & vise at
sinA/3  sina
sin B/3  sinf’
impliserer @ = p(a) og @ = u(B). Dette viser vi nd. Merk at notasjonen er litt

uformell — vi kommer til & bruke samme notasjon for & referere til vinkelméal og selve
vinkelen. Med andre ord dropper vi n& p. Vi trenger fglgende mellomregning;:

a+ B =180°— LAEB
= 180° — (360° — 1) — ¢ — 60°)

o o B o A o o}
= 180° — { 360° — ( 5 +60° ) — { T +60° ) —60

I

3 3

Vi ser at § = ? + % — a. Vi betrakter sa ligningen

sinz sin(%—l—%—x) (1)
sin4/3  sinB/3

for z € [0, A/3+B/3] . Vi ser at denne ligningen har en lgsning nar x = «, for da er venstre-
sin o sin %—i—%—a _ sinB
sin A/3 sinB/3 ~ sinB/3?

er like i dette tilfellet siden ::E gég = :iﬁ% Merk at a € [0, A/3+ B/3], siden a = ?—i— 5_p
av mellomregningen.

For z € [0, A/3 + B/3] er venstresiden av ligning (1) en monotont voksende kontinuerlig
funksjon, og hgyresiden er en monotont avtagende kontinuerlig funksjon3. Av skjeerings-
setningen finnes det derfor en unik lgsning av ligning (1) pa intervallet [0, A/3 + B/3], og
denne unike lgsningen har vi funnet at er z = «, som av mellomregningen var impliserer
% + % — x = (. Samtidig er det lett & se at © = A/3 er en lgsning av (1). Siden lgsningen
er unik og bade = = o og x = A/3 er lgsninger, folger det at « = A/3 og 8 = B/3.

siden og hgyresiden er og vi vet at hgyresiden og venstresiden

'Det finnes altsa en konstant r slik at lengden av sidene i AABC er r ganger lengden av sidene i
AA'B'C’.

2Dette siste steget er selvsagt ikke helt formelt, men det bgr veere en grei oppgave & gjgre argumentet
formelt ved hjelp av resultatene fra faget.

3Her jukser vi litt. Vi antar at egenskaper ved sinusfunksjonen er kjent, som at den er kontinuerlig og
voksende pé intervallet [0,90°].

21. mars 2018 Side 5 av 15



Notat

2 Et nyttig resultat

For & kunne vise resten av resultatene i dette notatet, trenger vi et teorem som fglger lett
fra AIVT og parallellprojeksjonsteoremet.

Teorem 2.1. La A,C,C" vere tre ulike punkt, og la B € AC og B' € AC". Da er

AB _ AB'
AC  ACY
hvis og bare hvis
——
BB' || CC".
A

Figur 5: Figur til teorem 2.1

< <
Bevis. Anta forst at BB’ | CC". Da folger det fra parallellprojeksjonsteoremet (teorem
5.2.1) at 42 = 45, , /
Anta sa at ﬁ—g = ﬁ—g,. Siden AACC’ og AABB’ har vinkelen /A felles, og ﬁ—g = ﬁ—g,
ir teorem 5.3.3 at AACC’' ~ AABB'. Spesielt er ZC'CA = /B'BA, slik at AIVT gir at

—
BB’ || CC" — helt presist er det korollar 4.4.4 vi bruker. O

Merknad. Vi kommer ogsa til & bruke en liten variant av dette teoremet: Hvis % = ﬁg:

— <
i situasjonen vist i figur 6, er BB’ || CC’. Utsagnet bevises akkurat som forrige teorem,
ved at AABC ~ AAB'C’. Det eneste nye er at vi ma bruke at ZBAC og /B'AC’ er
toppvinkler.

3 Sentroiden til en trekant

Vi skal na vise vise eksistens av tre punkt knyttet til enhver trekant. Det fgrste punktet er
sentroiden, og vi ma forst definerer hva en median er.
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Figur 6

Definisjon 3.1. La AABC wvere en trekant. De tre medianene til trekanten AABC er
linjene definert av et hjorne i AABC' og midtpunktet pa motsatt side av trekanten.

S _
For eksempel er linja AM en median i AABC, der M er midtpunktet pa BC'. Hovedteo-
remet i denne delen av notatet er at medianene skjeerer hverandre i et punkt.

Teorem 3.1. De tre medianene til en trekant AABC skjerer hverandre i et punkt P slik
at AP = 2A’P, BP = 2B'P og CP = 2C'P, der A’, B',C" er midtpunktene pd sidene av
AABC. Skjeringspunktet P kalles sentroiden til trekanten.

Figur 7: Figur som viser at medianene til en trekant skjerer hverandre. Her er punktene A’, B',C’
midtpunktene pd sidene av trekanten. Ulike linjestykker er merket for  vise at punktet P deler
medianene i forholdet %

Bevis. La AABC' veere en trekant. Kall midtpunktet ﬁ) @or A(’,_n)lidtpunktet pa AC
for B’ og midtpunktet pa AB for C’. Vi skal vise at AA", BB’ og C'C" skjeerer hverandre

. < < .
i et punkt. La P veere punktet hvor BB’ og CC’ skjarer hverandre, og la L og M veere
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midtpunktene pa PB og PC. Oppsettet er vist i figur 8.

Figur 8: Figur til beviset for at medianene til en trekant skjerer hverandre. Forste mal er é vise
at OLMB’'C’ er et parallellogram.

Vi gnsker forst & vise at LM B'C’ er et parallellogram. Siden C’, B’, M og L alle ble
funnet som midtpunkt pa linjestykker, har vi at

AC"  AB' 1

AB  AC 2
og at

PL_PM _1

PB PC 2

G oo
Fra teorem 2.1 far vi da at B'C” || BC og I I %, og dermed at B'C" || M. Av oppgave
5.1.3 (pving 7) vil OLM B'C" na veere et parallellogram hvis B'C’' = LM, s& la oss vise

<——
dette. Siden B'C" || BC gir MAIVT at AAC'B' ~ AABC, slik at teorem 5.3.1 gir at
BC ACT 1

BC  AB 2’

der vi har brukt at C’ er midtpunktet pa AB. Pa samme vis finner vi at ABCP ~ ALMP

og bruker dette til & vise at
LM 1

BC 2
og spesielt ma LM = B’C’ siden begge disse lengdene er %BC. Som vi diskuterte méa
OLM B'C’ veere et parallellogram.

Av teorem 5.1.10 skjeerer diagonalene i et parallellogram hverandre pa midtpunktene, altsa
er LP = PB' og MP = PC’. Men vi definerte L og M som midtpunktene pa henholdsvis
BP og CP, dermed har vi faktisk

LP=PB = BL MP = PC' = CM.
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Figur 9: Figur til beviset for at medianene til en trekant skjerer hverandre. Som vi ser er CP =
2CC' og BP = 2BB'.

— <
Som vi ser av figur 9 skjeerer altsd medianene BB’ og C'C’ hverandre i et punkt P slik at
CP = %CC’ og BP = %BB’. Vi kan selvfglgelig gjennomfere ngyaktig samme argument

—— —
med medianene CC’ og AA’, og fa at disse medianene skjserer hverandre i et punkt @ slik
at AQ = %AA’ og CQ = %C’C’. Men da er bade Q og P punkt pa CC’ slik at CP = CQ, og
dermed er P = @ av linjalpostulatet. Dermed skjeerer alle medianene hverandre i P = Q.

O

4 Omsenter

Vi innfgrer na det andre punktet knyttet til enhver trekant, nemlig omsenteret.

Teorem. De tre midtnormalene til en trekant skjerer hverandre i et punkt. Skjerings-
punktet til midtnormalene kalles omsenteret til trekanten.

Figur 10: Figur som viser at midtnormalene ma,mp, mc til en trekant skjerer hverandre i et
punkt. Ver oppmerksom pa at figuren kan vere villedende, da skjeringspunktet gjerne kan ligge
utenfor trekanten.
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Bevis. Oving 9. O]

Navnet omsenter skyldes fglgende teorem, som sier omsenteret er sentrum for en sirkel som
inneholder alle hjgrnene til en trekant. Dette blir det mer om i kapittel 8 i leereboka.

Korollar 4.0.1 (Omskreven sirkel). La AABC vere en trekant. Da ligger A, B,C pd en
sirkel v med sentrum i omsenteret til AABC'. v kalles den omskrevne sirkelen til AABC'.

Bevis. La H veere omsenteret til AABC. Siden H ligger pa midtnormalen til AB, gir
teorem 4.3.7 at HA = HB. Siden H ligger pa midtnormalen til AC, gir teorem 4.3.7 at
HA = HC. Ergoer HA = HB = HC, som vil si at A, B,C ligger pa sirkelen v med
sentrum H og radius HA. O

5 Ortosenter og Eulerlinja

Det tredje og siste punktet knyttet til enhver trekant er ortosenteret. Fgrst ma vi definere
hva en hgyde er.

Definisjon 5.1. La AABC veere en trekant. En hoyde i en trekant er ei linje gjennom et
hjorne i trekanten som star normalt pa linja definert av de to andre hjornene i trekanten.
Punktet hvor en hgyde gjennom et punkt skjerer linja definert av de to andre punktene
kalles foten til hgyden.

Akkurat som medianene og midtnormalene skjserer hverandre i et punkt, skjeerer ogsa
hgydene hverandre i punktet vi kaller ortosenteret.

Teorem. De tre hgydene i en trekant skjerer hverandre i et punkt. Skjeringspunktet til
hoydene kalles ortosenteret til trekanten.

[ ]

B
— \
Figur 11: Figur som viser at hoydene i en trekant skjeerer hverandre i et punkt — ortosenteret. Merk
at ortosenteret ikke ngdvendigvis ligger inni trekanten, slik det gjor i denne figuren.
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Bevis. La AABC vere en trekant, la O veere omsenteret til AABC og la G veere sentroiden
til AABC. Anta fgrst at O = G. Vi sd i gving 9 at AABC da er likesidet. I en likesidet
trekant er midtnormal og hgyde det samme, slik at ogsé hgydene i trekanten skjaerer hver-
andre i punktet O = G.

Figur 12: Figur til beviset for at hgydene i en trekant skjerer hverandre. Vi konstruerer et punkt
H, og viser at H ligger pd alle hoydene til trekanten — altsa skjerer hoydene hverandre © H. Dette
viser vi ved & vise at CH | AB, slik at C<'—I‘>[ er en hoyde i trekanten, og tilsvarende for de andre
hjgrnene.

Anta sa at O # G. Da definerer O og G ei linje ?ﬁ Bruk linjalpostulatet til & finne et
punkt H € % slik at OxGx H og OH = 3GO — se figur 12. Vi gnsker a vise at fﬁ,

og C'H er hgydene i trekanten; merk at disse linjene skjeerer hverandre i H. For & vise at
disse linjene er hgyder, ma vi vise ﬁ € %, WI €L jﬁ og ﬁ[ €L f@

Siden
3GO = 0OH = GO + GH,

ma vi ha at GH = 2GO. Hvis vi lar ¢’ veere midtpunktet pa AB, vet vi fra teorem 3.1 at

GC = 2GC". Dermed har vi at
GH GC

GO  GC”
slik at merknaden etter teorem 2.1 gir at ﬁ[ | OC". Siden O er skjeringspunktet mellom
midtnormalene og C’ er midtpunktet pa AB, ma OC’ veere midtnormalen til AB, og

<>
spesielt ma OC” L AB. Siden CH | OC" gir MAIVT at CH L AB. Pa tilsvarende vis far

vi BH 1 AC og AH 1 BC.
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Fra beviset for at ortosenteret finnes, er det lett & se at omsenteret, ortosenteret og sen-
troiden ligger pa ei linje. Ortosenteret ble tross alt funnet som et punkt pa linja gjennom
omsenteret og sentroiden. Dette ble forst oppdaget av L. Euler, og linja beerer derfor hans
navn.

Korollar 5.0.1 (Eulerlinja, Euler 1765). Hvis AABC er en trekant, ligger omsenteret,
sentroiden og ortosenteret pa ei linje. Denne linja kalles Fulerlinja til trekanten.

Figur 13: Figur som wviser Fulerlinja til en trekant. Her er O omsenteret, G sentroiden og H
ortosenteret.

6 Nipunktsirkelen

Vi avslutter dette notatet med den sakalte nipunktsirkelen. Neste teorem sier at ni bestemte
punkt i enhver trekant vil ligge pa en sirkel, som vi kaller nipunktsirkelen.

Teorem 6.1 (Nipunktsirkelen). La AABC vere en trekant. Folgende 9 punkt ligger alle
pa en felles sirkel:

o Midtpunktene pd de tre sidene av AABC.
o Fyttene til de tre hgydene i AABC'.

o Midtpunktene pa de tre linjestykkene mellom ortosenteret og hjornene i AABC.

Bewvis. La oss fgrst innfgre noen symboler. Vi lar H veere ortosenteret til AABC, og som
vanlig er A, B', C' midtpunktene pa sidene av AABC. Videre er M4 midtpunktet pa AH,
og tilsvarende er Mp og M¢ midtpunktene pa BH og CH. La sa D, E og F veere fgttene
til hgydene i AABC — alle disse punktene er vist i figur 14.

Pastand: OB'C'MpM¢ og OC'A’McM 4 er rektangler.
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Figur 14: Figur som viser nipunktsirkelen til en trekant. Her er de rode punktene D, E F fottene
til hoydene i AABC, de gronne punktene A’, B',C" er midtpunktene pd sidene i AABC og de bld
punktene M4, Mp, Mo er midtpunktene pa linjestykkene fra ortosenteret H til hjornene i AABC.

Vi viser at OB'C'MpM¢ er et rektangel; beviset for den andre delen er identisk. Det fglger
fra teorem 2.1 at BC | B'C" og at MBMC I %, siden

AB  AC
AC' T AB
og
HC _ HB _,
HMo HMg

i figur 15 og 16 har vi forsgkt & fjerne uvesentlige detaljer for & vise at teorem 2.1 faktisk

>
kan anvendes her. Dermed er B'C” || MBMC. P4 samme vis far vi at B'M¢ || C'Mp || zﬁ,
og derfor er OB'C'MpMy¢ et parallellogram.

Beviset for at OB'C’' Mg M¢ faktisk er et rektangel er vist i figur 17: siden jﬁ er en hgyde i
trekanten, er jﬁ € . Ved & anvende MAIV'T pa de parallelle linjene M BM¢c og % far
vi at fﬁ 1 ?@ pMc. Deretter kan vi anvende MAIVT igjen\Z denne gangen pa de parallelle

—
linjene fﬁ og B'M¢, og konkluderer med at MBMC L B'Mc, altsi er et av hjgrnene
i OB'C'MpM¢ en rett vinkel, og av symmetri er ogsé de andre vinklene rette. Alts& er
OB'C'MpgMc¢ et rektangel.
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Figur 15 Figur 16

T

Figur 17: Figur som viser at OB'C' MpgMy¢ er et rektangel. Ved hjelp av MAIVT klarer vi & bruke
at vinkelen ved D er rett til 4 vise at vinkelen ved M¢ er rett.

Et rektangel er spesielt et parallellogram. Derfor gir teorem 5.1.10 at diagonalene B’ Mpg
og C'M¢ skjeerer hverandre pa midtpunktet av diagonalene, se figur 18. Hvis P er skjae-
ringspunktet mellom diagonalene, har vi altsd at PC' = PM¢ og at PB’ = PMpg. Siden
de to diagonalene i et rektangel er like lange, har vi faktisk PC' = PMc = PB' = PM3p.
Med andre ord ligger B’, C', Mg, M alle pa sirkelen v med sentrum i P og radius r := PB’'.
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M
C
B’ A
M
B MA
CI

Figur 18: Figur som wviser rektanglet OB'C'MpMc,Figur 19: Figur som viser rektanglet JA'C' M Mc, og
og punktet P som blir sentrum i nipunktsirkelen. punktet P = Q som blir sentrum i nipunktsirkelen.

Ved hjelp av samme argument far vi at JC'A’Mc My er et rektangel, og at diagonalene
C’ M¢ og A’ M4 skjeerer hverandre i deres midtpunkt @Q — se figur 19. Spesielt er Q midt-
punktet pa C'Mg, men vi har allerede vist at dette midtpunktet er P. Derfor er P = Q.
Siden Q = P ogsé er midtpunktet pa A’My, far vi at A’P = M4 P, og siden OC" A’ McM 4
er et rektangel er A’P = M, P = PC' = r. Dermed har vi at A’ og My ligger pa +*.

Det gjenstar a vise at D, E, F' ligger pa . Husk forst at punktet P, som er sentrum av

7, er midtpunktet pa MpB’ — se figur 20. Siden BE er en hgyde i AABC, vet vi at
uw(LMpEB') = 90°. Da sier teorem 8.3.3 at EP = PMp = r, altsa ligger E pa sirkelen
med radius r og sentrum P — og denne sirkelen er nettopp . Pa tilsvarende mate finner
vi at D, F' ligger pa ~.

Figur 20: Figur som viser at vi kan bruke teorem 8.3.3 til & vise at PE = PMp.

4Dette punktet ble ikke forklart tilstrekkelig i forelesning. Det er viktig & vise at P = Q, noe vi hoppet
over i forelesning.
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