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Oppgave 1 La G = R \ {0}, dvs. mengden av alle reelle tall bortsett fra 0, og
definer binæroperasjonen ∗ på G ved

a ∗ b = ab

3π

Vis at (G, ∗) er en abelsk gruppe.

Oppgave 2

a) Hva menes med en normal undergruppe av en gruppe? Finn alle normale
undergrupper av S3.

b) La p og q være primtall med p < q, og G en gruppe av orden pq. Vis at G
har kun én normal undergruppe av orden q.

Oppgave 3 I denne oppgaven betrakter vi Z og Q som additive grupper.

a) Finn alle gruppehomomorfier f : Z→ Q.

b) Vis at det finnes kun én gruppehomomorfi g : Q → Z, nemlig den trivielle
(dvs. den med g(a) = 0 for alle a ∈ Q).

Oppgave 4 La G være en gruppe og X en G-mengde, dvs. at G virker på X.

a) La x være et element i X. Vis at mengden

Gx = {g ∈ G | gx = x}

er en undergruppe av G.

b) Anta nå at både G og X er endelige, og at G virker transitivt på X. Med
andre ord, for alle x, y ∈ X finnes et element g ∈ G med y = gx. For hver
g ∈ G, definer

Xg = {x ∈ X | gx = x}.

Finn ∑
g∈G |Xg|, hvor summen går over alle elementene i G, og |Xg| betegner

antall elementer i mengden Xg.
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Oppgave 5 La U være enhetssirkelen i det komplekse planet, dvs.

U = {z ∈ C | |z| = 1}.

Dette er en abelsk gruppe under multiplikasjon (trenger ikke å vises). Betrakt nå R
som en additiv gruppe, med Z som en additiv undergruppe. Vis at faktorgruppen
R/Z er isomorf med U .

Oppgave 6 La F være en kropp og f(x) et polynom i polynomringen F [x].

a) Vis at et element α ∈ F er en rot i f(x) (dvs. f(α) = 0) hvis og bare hvis
f(x) = (x− α)g(x) for et polynom g(x) ∈ F [x].

b) Vis at dersom f(x) har grad n, så kan det ha maksimalt n røtter i F .


