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Oppgave 1

a) Bestem hvor mange ikke-isomorfe abelske grupper det finnes av orden 24, og skriv disse
ned.

b) La G være gruppen av enheter i ringen Z5×Z7 (eller i alternativ notasjon Z/4Z×Z/7Z).
Hvilken av gruppene i a) er G isomorf med?

Oppgave 2

a) La R være en kommutativ ring med multiplikativ identitet 1. La U være mengden av
enheter i R, dvs. mengden av alle invertible elementer i R. Vis at U er en gruppe med
hensyn på multiplikasjonen i R.
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b) La R = Zn for et positivt heltall n. Forklar kort hvordan Eulers setning følger av punkt
a). Minner om at Eulers setning sier: Hvis a er et heltall som er relativt primisk til n, så
er

aϕ(n) ≡ 1modn,

der ϕ er Eulers ϕ-funksjon. Husk at

ϕ(n) = antall positive heltall ≤ n som er relativt primisk til n.

Oppgave 3 La G = S5 være den 5-te symmetriske gruppen, dvs. alle permutasjonene av
tallene {1, 2, 3, 4, 5}.

a) La σ = (1, 2, 3, 4, 5) og τ = (1, 3, 4, 5, 2). Beregn στ , og vis at στ har orden 2. Skriv σ
som et produkt av transposisjoner, dvs. sykler av lengde to. Er σ en like eller en odde
permutasjon?

b) Bestem ordenen til σ og τ . Finn de sykliske undergruppene H1 = 〈σ〉 og H2 = 〈τ〉 av G
generert av σ og τ . Er disse to undergruppene like? Er H1 og H2 isomorfe som grupper?

c) Hvor mange forskjellige Sylow 5-undergrupper har G?

d) La H være undergruppen av G generert av {σ, τ}. Hvorfor er H inneholdt i den al-
ternerende gruppen A5, dvs. undergruppen av G med alle de like permutasjonene som
elementer. Det kan vises at H har orden 60 (skal ikke vises). Gitt dette, hvorfor er
H = A5?

Oppgave 4 La Z3 være den endelige kroppen Z modulo 3, og la Z3[x] være polynomringen
i en variabel x over Z3. La f(x) være et polynom i Z3[x].

a) Vis at et element a i Z3 er et nullpunkt for f(x) hvis og bare hvis polynomet x− a deler
f(x).

b) Vis at polynomet f(x) = x3 + 2x+ 1 er et irredusibelt polynom i Z3[x]. Bruk dette til å
konstruere en kropp med 33 = 27 elementer.

c) La fortsatt f(x) = x3+2x+1 i Z3[x], og la 〈f(x)〉 betegne idealet generert av f(x) i Z3[x].
La E = Z3[x]/〈f(x)〉. Et element β i E kan skrives entydig som β = a+bx+cx2+〈f(x)〉,
der a, b og c er elementer i Z3. Det kan vises at

β3 = a3 + 2b3 + c3 + (b3 + c3)x+ c3x2 + 〈f(x)〉
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(det er ikke nødvendig å vise dette). La E[y] være polynomringen i en variabel y over
E. Betrakt f(y) = y3 + 2y + 1 som et element i E[y]. Avgjør om f(y) er et produkt av
polynomer av grad en i E[y].


