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a) Sja pa funksjonen

o) — 1 z2€(0,%)
i) {0 r e (5,m).

Finn Fourier-cosinusrekkja til f, og finn verdien av rekkja i punkta z = 0,2 = §
og T = T.

Lgysing: Vi nytter formlane for Fourier-cosinuskoeffisientar:

1 [ 1 [z 1
ao 71_/0 f(x) dx 71_/0 T 5

™ 9 : 2 2s nm
an = — /2 cos(nz) do = — [sm(nx)] = in(75")
T Jo ™ n 0 ™
0 n=2k
2
= n=1+4k
2
—= 3+4k
Dermed vert rekkja
1 2 > ncos((1 4 2n)x)
me 0 1 + 2n
For x = 0 far vi -
1 2 )"
2t 2 T

Vi kjenner att summen som taylorrekkja til arctan(z) i = 1, s summen blir 7, og
dermed har vi

1 2m
S+ 2o
2 7w4
Ix:gharvi:
1 2 acos((1+2n)3) 1 2.
z _ -4 0= -
AP e T e DD
n=0 n=0
I £ =7 har vi
12 Oo( 1)ncos((1+2n)7r)
2 = 1+ 2n
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b) Finn alle funksjonar pa produktforma u(x,t) = X (z)T'(t) som lgyser randverdi-
problemet

U = Ugy (,t) € (0,7) x (0,00)
ug(0,t) = ug(m,t) =0

Lgysing: Dersom vi startar med ein produktfunksjon, og s& gjer variabelseparasjon

som vanleg(altsa som i seksjon 11.5) ender vi opp med difflikningene

=X T = \T,
der A er negativ, som i boka. Vi ender dermed opp med
X(x) = Asin(V—Ax) + B cos(V—Az) T(t) = CeM.

Vi sjekker kva slags verdiar av A, B og A som gjer at X tilfredsstiller randkrava. Vi
har at

0 = uy(0,t) = (Aﬁcos(\/j -0) — BV =Asin(—V/A - 0)) CeM
= (A\/TACOS(\/TA : 0)) CeM,

sd vi md ha A = 0. P4 den andre randverdien far vi dermed

0= ug(m, t) = (—Bmsin(—ﬁw)) CeM.

Dei ikkje-trivielle lgysingene her er nar +/— X\ er eit naturleg tal, eller 0. Vi skriv derfor
n = +v/—\ og far at produktlgysingene pa likninga er
up(x,t) = Cy, cos(na:)e_"Qt.
Vi kan lett sjekke at alle u, lgyser differensiallikninga og tilfredsstiller randverdiane.
¢) Finn ein funksjon som lgyser difflikninga i b), men som i tillegg oppfyller rand-
kravet u(z,0) = f(x).

Lgysing: Kandidaten var er

1, €Os( 1+2n:1:e_”2t
LN -

y(w, 14 2n

Ved superposisjon vil denne funkSJonen bade lgyse difflikninga og tilfredsstille rand-
og intitialkrava sa lenge vi kan vise at rekkja konvergerer. Til dette nytter vi Dirichlet-
testen. Vi let a,, = H%n 0g bp = (—=1)"cos((1 + 2n)x)e ™", Vi ser klart at a, er
monotont synkande og gar mot 0. Samstundes har vi

M
Z(—l)" cos((1+2n)x)e " < Z ‘ " cos((1 + 2n)x)e_"2t
n=0
Mo
—-n?t _
<y ey et
n=0 n=0

Sidan €™t veks raskare enn n2 fins det ein konstant N slik at nar n > Ner et > n2,
Dermed har vi for M > N at

Mo Noq Mooy Mo 72
Som =Y omt > om SO+ Y, <O+
n=0 n=0 n=N-+1 n=N+1

Dermed konvergerer rekkja punktvis, per Dirichlet-testen, og kanditatfunksjonen var
lgyser dermed heile problemet.
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a) Vi ser pa den 2m-periodiske funksjonen definert ved f(xz) = cosh(z) for z €
[—7, 7]. Forklar kvifor alle fourierkoeffisientane er reelle, og kvifor ¢, = c¢_,, for
alle n. Finn sa ¢, for n > 0.

Lgysing: Vi har at

1 s
Cn = — cosh(z)e "™ dx
2 J_,
_i " «h( ) «( )d L " 1h( )«' ( )d
=5 —WCOS z) cos(nz) dz — o _wcos x) sin(nz) dz.

Sidan cosh er jamn, medan sin er odde, er integranden odde, og sidan vi integrerer
over eit symmetrisk intervall vil imaginaerdelen til fourierkoeffisienten bli 0, og vi far
at

Cn = 5o g cosh(zx) cos(nx) dz,

som er eit heilt vanleg integral, og dermed eit reellt tal. Vidare har vi at

1 [7 1 ("
Cop = — cosh(z) cos(—nx) dx

] =5 g cosh(x) cos(nx) dz = cp.

Dette er riktig sidan cos er jamn. Til slutt rekner vi koeffisientane.

1 & . 1 ™ '
=gz [ com@e e do= o [ (e et o
_ i n (1—in)z (—1—in)z _ i e(l—m)x e(—l—in)x T
_47'('/7r6 +e daj_4ﬁ[1—in+—1—in]ﬂ

_ e—inﬂ' e N e~ ei’mr e~ N e
 4n \l1—in  —1—in 47 \1—in —1—in

(=1 (2sinh(7) =~ 2sinh(7)\  (—1)"4sinh(r) , sinh(m)
4w (1—m 1+in >_ 4 14n? = (=) (1 +n2)

b) Nytt konvergens av fourierrekkjer til & vise at

o0
> e = st
“=1+4n® 2tanh(m) 2

Lgysing: Vi ma vise at cosh z er Lipschitz-kontinuerleg pa [—, 7]. Fra mellomverdi-
setninga har vi

| cosh(x) — cosh(y)| = |sinh(c)(x — y)| = |sinh(c)||z — y| < sinh(7)|z — y|.

Dermed er cosh Lipschitz-kontinuerleg pa [—m, 7] og folgjeleg konvergerer fourierrek-
kja punktvis mot cosh. Med andre ord har vi

sinh () N 2 sinh() i (=)™

T T 1+n2
n=1

cos(nx) = coshx

for alle x € [—m, 7]. Meir spesifikt, for x = 7 har vi d&

cos(nm)

cosh(r) = ST 2eimb(r) $ (17

™ + n?
n=1
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_ sinh(m) 251nh i + o - sinh(m) n 2sin7rh(7r) i 1
=1

or T 14 n2
n=1

QSlnh( )= 1 _ sinh(n)
T Z 1+ n?2 T

sinh(7)
™

Der vi i siste linje har skifta indeksen ved trekkje fra . Dersom vi no deler pa

25Lh() pé beggje sider av likskapen far vi
meosh(m) _gn 11
2sinh(r) — 1+ n? 2

i L
n:01+n2_2tanh(7r) 2

c) Forklar kvifor u,(z) = r™cos(nf) gjev ei kontinuerleg lgysing pa Dirichlet-
problemet
{Au =0 (r,0)€l0,1)x (—m,n

u(e?) = cos(nf).

Nytt dette til & lgyse Dirichlet-problemet

{Au =0 (r,0)€0,1) x (—m,7]
u(e®) = f(6).

Lgysing: Vi kan saklart derivere u, for & verifisere at den er harmonisk, men det
er enklare & merka seg at 2" = (re!?)" = "™ = " (cos(nf) + isin(nd)), sa u,
er realdelen til den holomorfe funksjonen 2", og er dermed harmonisk. Sidan w, er
veldefinert ogsa for » = 1 er det ogsa klart at wu, er kontinuerleg, ikkje berre pa
[0,1) X (=7, 7], men pa [0, 1] x (—m, 7]. Dermed kan vi nytte grenseverdiar til & sja at
Uy, ogsa tilfredsstiller randkravet. Vi kan no konstruere ein funksjon som tilfredsstiller
randkravet u(e?) = cosh(f) ved superposisjon. Fourierrekkja til cosh har vi fra a),

og vi veit at den konvergerer punktvis fra b). Lgysingsfunksjonen blir

cos(nx).

u(z) = sinh(r) zsnil(w) > (—1)mm

2
7 — 14+n
Funksjonen er harmonisk via superposisjon, og tilfredsstiller randkravet via b). Kon-

tinuitet ser vi fra Weierstrass-M-testen.

a) For to dobbeltderiverbare funksjonar F,G : R — R, vis at

y(z,t) = F(z + at) + G(z — at)

lgyser bglgelikninga 2 8t2 = a2g%‘.
Lgysing: Vi deriverer y med kjerneregelen og far
0
832 = aF'(x + at) — aG'(z — at),
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Py
o2

Tilsvarande far vi
oy

% = F(z+at) + G'(z — at),

ox
0%y

— = F"(x + at) + G"(x — at).

Ox?
Vi ser dermed at y lgyser bglgelikninga.

= a*F"(z + at) + a*G" (z — at).

b) Vis at dersom vi nytter variabelskiftet « = z+at, f = x—at sa blir bglgelikninga

0%y B
0adf

Utled ogsa formelen for y ved & integrere den nye bglgelikninga to gonger.

Laysing: Vi lgyser oppgava med kjerneregelen i to variablar. u = u(z,t), s dersom
vi vil skrive u som wu(c, 8) ma vi skrive u(a, 8) = u(T (e, 8)), der T er variabelskif-

tetransformasjonen:

No gjev kjerneregelen oss at

u_ou ox ou ot 1
o ox OB Ot 08 2
Vidare far vi at
Pu 0 (0w _ D (1 ou
dadf  da \9B) Oda \2 0Oz
1w 0 Pu o)1
2\ 922 da  Oxdt O 2a
_ 1P 1 P 1 O
4022
Sidan u er kontinuerleg dobbeltderiverbar er %
1 1o
4022  4a Ot

a+p8
2

T(0,8) = (s

2a

Rn
2a Ot

Ou
2a Ot

0%u Ot

- + - .
o ot2 9B
1 9%u

t laotor 10010t da 02

sa uttrykket over er lik

og sidan u oppfyller bglgelikninga blir dette 0. Vi har altsa fatt at 8‘9:56 = 0. Dette
er ei separabel differensiallikning, s& vi kan lgyse med integrasjon.

ou

5 =

som gjer at

uz/OwWBzmm+Dm»

0%u
0adf

da/() do = C(B),

Her er G den antideriverte til C. Dersom vi no skriv F = C har vi at u(a,5) =

F(a) + G(B), sa nar vi bytter tilbake til x og ¢ far vi

u(z,t) = F(xz + at) + G(x — at).
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Lgys randverdiproblemet

Ut = Ugg
u(0,t) =0 = u(m,1t)
ur(x,0) =0

péa omradet [0, 7] x [0, 00).

Lgysing: Den vanlege framgangsmaten her er variabelseparasjon for & finne lgysinger
pa produktform som tilfredsstiller randverdiane, og s& superposisjon av lgysinger for
a tilfredsstilla initialverdien. Sidan oppstillinga i oppgéava er heilt lik den som er gitt i
seksjon 11.4.6 i boka treng vi ikkje & gjera variabelseparsjon her, sidan vi veit at pro-
duktlgysingene pa dette problemet er u,(z,t) = sin(nz) cos(nt)(sjekk sjolv at desse
funksjonane tilfredsstiller dei tre forste krava i difflikninga). Vi mé no kombinere lgy-
singer for & tilfredsstille initialverdien. Vi veit at dette berre gar nar koeffisientane til
funksjonen > °° | @, sin(nx) cos(nt) er Fourier-sinus-koeffisientane til Lo(m —z)(fordi
vi mé utvide f pa ein odde mate til intervallet [—m, 7|.) Koeffisientane er dermed

2/; 2 (r —a)sin(na) dr = 2 ([—x(ﬂ _x)cos(m)r +/07r(7r gy s(nz) d:v)

nen o Jo n
2 g 9 . - o
N 2/ (m — 2z) cos(nz) dv = —— <[(7f - 296)8111(71&:)] +/ pSin(n) dx)
™>n Jo 2. o A p
4 T 4 _ A §
= 7r2n2/0 sin(nz) dx = 2.3 [—cos(nx)]) = —3 (( 1)+t 4 1)
7,‘_28,”3 n odde
0 n jamn

Sidan £(m — ) er Lipschitz-kontinuerleg(sidan den er kontinuerleg pa [0, 7]) konver-
gerer fourierrekkja mot Z (7 —x), og vi har dermed at lgysinga pa randverdiproblemet

er
00

8
t) = ———sin((2 1 2 1)t).
y(x,t) 7;)712(2714— 7 sin((2n + 1)z) cos((2n + 1)t)
Sidan produktlgysingene tilfredsstiller dei tre gverste betingelsane gjer ogsa y det,
ved superposisjon. For & sjekke det siste kravet nytter vi punktvis konvergens av

fourierrekkjer:
o0

y(,0) = Z% 7r2(2:—|—1)3 sin((2n + 1)) cos(0)

n=

_ Zo 7r2<2718+1>3 sin((2n + 1)a) = Z(z - a).
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