
APPROKSIMASJON AV KONTINUERLIGE FUNKSJONER MED TRIGONOMETRISKE POLYNOM

Dette notat er en kommentar til følgende bemerkning i Krantz (se s. 248): “... in Exercise 5 of Sec-
tion 9.3, we showed that functions of the form (11.2.1) are dense in the continuous functions ...” Pro-
blemet med denne bemerkningen er at det ikke er klart hvordan man tenker seg at denne øvings-
oppgaven skulle løses. Vi skal nå oppklare dette.

Vi ønsker altså å vise at hvis f er kontinuerlig på [−π,π] (vi underforstår da at f (−π) = f (π)), så
kan vi for en hver ε> 0 finne et positivt heltall N og koeffisienter a−N , a−N+1, . . . , aN slik at

max−π≤x≤π | f (x)−
N∑

n=−N
ane i nx | < ε.

Dette kan vises ved at vi tyr til den såkalte Fejér-kjernen KN som innføres i Exercise 9 i Section 11.21:

KN (x) := 1

N +1

(
sin (N+1)x

2

sin x
2

)2

.

Vi bruker nå notasjonen fra denne oppgaven og ser at σN f (x) vil være et trigonometrisk polynom.
På den annen side har vi åpenbart Kn(x) ≥ 0 for alle x og∫ π

−π
KN (x)d x = 2π.

(Se igjen den samme øvingsoppgaven.) Det kan nå verifiseres (se Exercise 10 i Section 11.2) at følgen
ψN := 1

2πKN også tilfredsstiller (iii) i Lemma 8.24 i Krantz. Vi ser dermed at vi får det ønskede resultat
ved å appellere til dette viktige lemmaet.

Ovenstående argument har følgende interessante konsekvens:

Korollar. Hvis f er kontinuerlig på [−π,π] og f̂ (n) = 0 for alle n, har vi f ≡ 0.

Dette holder fordi vi vil ha σN f ≡ 0 for alle N når f̂ (n) = 0 for alle n.
Merk at ovenstående korollar er et sterkere resultat enn Corollary 11.11 i Krantz.
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1Merk at det er en trykkfeil i Krantz: Det skal stå sin (x−t )

2 i nevneren i uttrykket som kvadreres.
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