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Vi fglger hintet og vurderer n = 2%t med k = 1,2,.... Vi ser pa
¢<n> — 22k‘+1 _ 22]{: — 22k(2 _ 1) — 22k — (2k)2

Sa ¢(n) er et perfekt kvadrat for alle heltall av formen n = 22++1,

7.2.13 Lan:plfl...pff’“ med k; > 1fori=1,...,r. Hvisd]n,dévetviatd:plll...pl;‘
med 0 <[; <k; fori=1,...,r. Det folger da at

o(n) = d(pi") - dpf")  o(d) = p(plt) - B(plr)

Hvis I; = 0 da gjelder ¢(pk') = (1) = 1 og dermed ¢(pl) | p(pF).

Dersom [; > 1 sé er d)(pﬁ") = pﬁ"_l(pi —1) og ogsa ¢(pfi) = pfi_l(pi —1).Siden I; < k;
har vi at pi ' (p; — 1) | p[" " (pi — 1).

Dermed har vi vist at ¢(pl) | ¢(p) for alle i = 1,..., 7. Altsa gjelder ¢(d) | ¢(n).

)

7.3.1a) | Vi skal vise at a®” = a (mod 1729), og vi gjor det ved & vise at 1729 | (a®” — a).
Vi har at 1729 = 7 - 13 - 19, og siden hver av dem er primtall holder det & vise at
7| (a®" —a), 13 | (a®" —a) og 19| (a*7 — a).
Dersom 7 | a si vil 7| (a7 — a). Dersom 7t a sa er ged(7,a) = 1, og da gir Eulers
teorem at a®” = a5 = 1 (mod 7). Dermed er a®0 = 1 (mod 7), som betyr at
7| (a%® — 1), og folgelig at 7 | (a®*” — a).

Dersom 13 | a s& vil 13 | (a3" — a). Dersom 13 | a s& er ged(13,a) = 1, og da gir
Eulers teorem at a®3) = ¢'2 = 1 (mod 13). Dermed er a0 = 1 (mod 13), som betyr
at 13| (a®® — 1), og folgelig at 13 | (a®” — a).
Dersom 19 | a s& vil 19 | (a3 — a). Dersom 19 { a s& er ged(19,a) = 1, og da gir
Eulers teorem at a9 = ¢!® = 1 (mod 19). Dermed er 0 = 1 (mod 19), som betyr
at 19| (a®® — 1), og folgelig at 19 | (a®” — a).

Vi har na vist at 7, 13 og 19 deler (a7 — a), og siden de er parvis relativt primiske
vil produktet av dem ogsa dele (a®” — a). Dermed er a7 = a (mod 1729).
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Siden 51 = 3-17 er ¢(51) = ¢(3)¢(17) = 2 - 16 = 32. Ved Eulers Teorem gjelder

det da

1020Y = 1032 = 1 (mod 51)

og dermed

103*" = 1 (mod 51).

Neste ting vi ser er at

10° = (10%)* - 10 = (—2)*- 10 =16 - 10 = 160 = 7 (mod 51).

Altsa gjelder det

1032719 = 10327 . 109 =17 = 7 (mod 51)

som er det samme som 51 | (103279 — 7).

Vi skal vise at (21 — 23) | (a'® — a?) for alle heltall a. Vi bruker at 2% — 23 =
5-7-8-9-13, og som i forrige oppgave holder det & vise at a'® — a? er delelig pa hver

av disse

faktorene. Merk at 8 og 9 ikke er primtall, men at Eulers teorem fortsatt

fungerer for dem (gitt at de er relativt primiske til a).

5] a
5tfa

2| a
2ta

13| a
131a

— 5‘(a15_a3) 7’a:> 7‘(&15—(13)

Euler

2 0?0 = ¢ =1 (mod 5) Tra 2% 9 = ¢ =1 (mod 7)
— ¢'? =1 (mod 5) — a'? =1 (mod 7)
:>5‘a12—1 — 7‘(112—1

— 5| d*a'? - 1) — 7]d*a"? 1)
:>8\(a15_a3) 3|CL:>9|(CL15—(13)

Euler 8) _ 4 __ uler

L @90 = ¢ =1 (mod 8) 3Ta%a¢(9)za651(mod9)
— a1251(mod 8) — a1251(m0d 9)

— 8|a'?-1 — 9|a? -1

— 8\@3(a12 1) — 9|a3(a12 1)

= 13 (a® - a?)

Buler 6(13) — 412 — 1 (mod 13)
— a'? =1 (mod 13)

— 1321

— 13| dP(a? 1)

Altsa vil 5,7, 8,9 og 13 alle dele a'® —a3, og folgelig vil 5-7-8-9-13 = 21223 | (a'®—a?).
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Hvis vi har den linsere kongruensen ax = b (mod n) kan vi multiplisere med

a®™=1 pa begge sider, og vi far da fra Eulers teorem at
My =z =ba®™M1 (mod n),

som er det vi ville vise.

7.3.8b| Det forste vi legger merke til er at ged(3,26) = ged(13,40) = ged(10,49) = 1,
som betyr at vi kan bruke (a) pa alle likningene. Vi lgser forste likning ved & regne
ut at 26 = 2 - 13, s& ¢(26) = 12, som betyr at

r=5-3"1=19 (mod 26).
For likning to far vi at 40 = 23 -5, sa ¢(40) = 16, og

r=2-13""=34 (mod 40).
For likning tre far vi at 49 = 72, sa ¢(49) = 42, og

r=21-10"=7 (mod 49).

Eksamen H2006 - oppg. 2| Siden vi vil finne de tre siste siffrene, skal vi se pa hva 20072006
er kongruent med modulo 1000. Vi vet

20072006 = 72006 (16d 1000)
I tillegg har vi at ¢(1000) = 400 og dermed gjelder ved Eulers Teorem
7409 = 1 (mod 1000)

Vi har da
20072006 = 72006 — 7540046 — 15 . 76 = 649 (mod 1000)
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