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CAYLEY HAMILTON TEOREMET

FORELESNING E12



TEOREM CAYLEY HAMILTON

La fiV V være en lineær operator på et

endeligdimensjonalt rektorrom V og la plx være

det karakteristiske polynomet til f Da er

pct



f INVARIANTE UNDERROM



fir
DEFINISJON

Et underrom Uav er invariant under f a k a

f invariant hvis w̅ EU flu EU i e flu av

EKSEMPEL

La f P IR være gitt ved flx g ty ty
Er underrommet

V I ER C R

invariant under f JA

La i EU Da er w̅ for en ER

Det betyr f i x

L 2x 2x EU



fir
DEFINISJON

Et underrom Uav er invariant under f a k a

f invariant hvis w̅ EU flu EU i e flu av

EKSEMPEL

La f P IR være gitt ved flx g ty ty
Er underrommet

V I ER C R

invariant under f JA

Er underrommet
U o I ER CR 1,0 EU men

f invariant NEI Lf 1,0 1,1 U



fir
DEFINISJON

Et underrom Uav er invariant under f a k a

f invariant hvis w̅ EU flu EU i e flu av

EKSEMPEL

La D IREx REX være gitt ved derivasjon
p p Da er IREx en CIRIX et D invariant

underrom for hver n 70

FERIX en deg p En

deg Dlp En

L p E REX en



fir

KONSTRUKSJON OBSERVASJON

La 5 w̅ EV Definer

Ut span w̅ f r Flo Ffi CV
Da er Vi

i et f invariant underrom av V og
det minste f invariante underrommet av

som inneholder w̅

T

Lkommer som samarbeidsoppgave



fir

HUSK

Hvis ø X Y er en funksjon og 2 CX er en

delmengde så får vi en funksjon z
Z Y

gitt ved z
s øls for hver SEZ

OBSERVASJON

Hvis Uav er invariant under f så får vi en

lineær operator flu på vektorrommet U altså

flu U su

gitt ved flu i f i for hver i EU

Etford U er f invariant



LEMMATA



fir
LEMMA I

La være endeligdimensjonalt og la U CV være et

f invariant underrom Da er det karakteristiske

polynomet til flu en faktor i det karakteristiske

polynomet til f Altså charpol flu charpol t

NOTASJON

Et polynom q er en faktor i et polynom p hvis

det finnes et polynom s slik at p gis Dette

noteres q p

EKSEMPEL

2 1 3 3 2 3 2 siden IEEE Lyd ELI



fir
LEMMA I

La V være endeligdimensjonalt og la U CV være et

f invariant underrom Da er det karakteristiske

polynomet til flu en faktor i det karakteristiske

polynomet til f Altså charpol flu charpol t

BEVIS

La 8 w̅ Er være en ordna basis for U og utvid

til en ordna basis β w̅ I Tut En for V

La B f og C flu Da er B på formen

B E
så charpol flu det C Inn det B Inn charpol f



f

LEMMA I

La V være endeligdimensjonalt og la Otr EV Skriv

U U span w̅ f i f r f i og dim U k

i Mengden w̅ f i f i f r er

en basis for U

ii Hvis

aot a ffi a flt an f E tlf w̅ 5

så er

charpol flu 1 a a azx tarix



LEMMA I f V
La V være endeligdimensjonalt og la Otr EV Skriv

U U span w̅ f i f r Ffi og dim U k

i Mengden w̅ f i f i f r er

en basis for U

BEVIS i

La jo være det største tallet slik at

β w̅ f i Fcr fi E

er lineært uavhengig Det holder å vise at U span β

Det er klart at span β CV Så siden U U er det

minste underrommet av V som er f invariant og
inneholder w̅ holder det å vise at span β er

f invariant



La jo være det største tallet slik at

β w̅ f i Fcr fi E

er lineært uavhengig Det holder å vise at span β er

f invariant

Merk at fili espan β Nå tar vi en vilkårlig i Espan β
Da er

w̅ a w̅ a fli azfli aj filli a EF

og derfor blir

flo f a i a fli azfli aj filli
rank

Dette viser at span β er f invariant



LEMMA I f V
La V være endeligdimensjonalt og la Ett EV Skriv

U U span w̅ f i f r f i og dim U k

ii Hvis a i a ffi a flt an f E If w̅ 5

så er charpol flu 1 ao a azx tak

BEVIS ii

Vi vet at charpol flu charpol flu hvor β er en

vilkårlig ordna basis for U Vi bruker

β w̅ fer f i f r fra i Anta at

aot a ffi aifli an f E If r 5 Da blir

av

med charpol flu 1 a a azx tarix



BEVIS FOR

CAYLEY HAMILTON TEOREMET



TEOREM CAYLEY HAMILTON

La fiV V være en lineær operator på et

endeligdimensjonalt rektorrom V og la plx være

det karakteristiske polynomet til f Da er

pct

BEVIS

Vi må vise at p f i 0 TEV Dette er opplagt
for 5 0 så anta at 5 0 Se på U U som i

BEVIS for LEMMA II Ved i finnes ao an EF slik at

aorta f i anfli tarif r f r

og dermed gir ii at

charpol flu g x 1 a a azx tarix

og gir til sammen

a f r 1 aorta.fi asfalt tarif E f i 5



Ved LEMMA I er q en faktor i p charpol f
altså p g s for et polynom s Det følger
at p f i E I EV


