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INDREPRODUKT NORM OG ORTOGONALITET

FORELESNING V17



Fra nå er F G eller F R



HUSK

Det kartesiske produktet av to mengder A og B er

AxB y I EA yEB
ordTpar

EKSEMPEL

Hvis
A 1 2,3 og B 4 5,63

så blir
AxB 1,4 1,5 11,6

2,4 12,5 12,6
3,4 13,5 13,6



HUSK

Det kartesiske produktet av to mengder A og B er

AxB y EA yEB
ordTpar

EKSEMPEL

Det kartesiske produktet av IR med IR er

IR IR g I ER g ER

x.gl x.yER
R

altså det reelle planet



HUSK

Det kartesiske produktet av to mengder A og B er

AxB y EA yEB
ordTpar

EKSEMPEL

Se på IR rektorrommet R Skalarmultiplikasjonen
er en funksjon
fra det kartesiske produktet IR R til IR

Rx R IR
a w̅ I

skala rektor
FFektor

L E g 2 1,3 1,4 211,3 1,47 12,6 2,8



For hvert vektorrom V over F

vektor vektor vektor

V V V
w̅ w̅ i w̅ w̅

skalar vektor vektor

F V V
a w̅ I at



HUSK FRA MAIZOI

Prikkproduktet av to rektorer

i v U2 on F v V2 Vn ER

er

w̅ w̅ U V OzV2 UnVn ER

Prikkproduktet lot oss snakke om

norm Hill T.TT og avstand d i e 110 v11

ortogonalitet Eli i w̅ o

VÅRT MÅL
Finne aksiomer for FeneralisertFIFIFt slik at
vi kan snakke om norm avstand og ortogonalitet
i flere vektorrom enn IR



For hvert vektorrom V over F

vektor vektor vektor

V V V
w̅ w̅ i w̅ w̅

skalar vektor vektor

F V
a w̅ I at

For V R og F R har vi i tillegg

vektor vektor skalar
RIR SIR

w̅ w̅ i E w̅



For hvert vektorrom V over F

vektor vektor vektor

V V V
w̅ w̅ i w̅ w̅

skalar vektor vektor

F V V
a w̅ I at

Nå ønsker vi oss altså en operasjon til

vektor vektor skalar
V V F

w̅ w̅ i s E T SE w̅



HUSK FRA MAIZOI

Prikkproduktet er slik at
i i i o

ii w̅ T O 5 5 i w̅ ER
iii i w̅ w̅ E w̅ i w̅ JER

iv IE w̅ 1 E i

V E w̅ F w̅



DEFINISJON

La V være et vektorrom over F altså
over R eller E Et indreprodukt på V er

en funksjon

V V F

w̅ w̅ I Lo w̅

med de følgende egenskapene 5,5 EV CEF

i w̅ w̅ ER og w̅ w̅ 0

ii w̅ w̅ o T E

Iii LE w̅ w̅ w̅ w̅ w̅ w̅

iv C w̅ w̅ c w̅ w̅

v w̅ w̅ w̅ 5 Konjugering i



EKSEMPEL DEFINISJON

På IR rektorrommet IR har vi det euklidske

indreproduktet a.k.a prikkproduktet fra MAIZOI

Dette er altså funksjonen
R xp SIR

gitt ved
w̅ w̅ Ulv Uzvz t UnVn ER

for alle
w̅ U _Oz un w̅ V _V2 Vn ER

Det er klart at aksiomene i v holder
her definisjonen av abstrakte indreprodukt er

jo ment å generalisere nettopp prikkproduktet



EKSEMPEL
La an.az an ER være ekte positive to

Det vekta euklidske indreproduktet på IR

med vektene an.az an er funksjonen

Rx R IR

gitt ved
O T arv v tazuzvz tanunVn ER

for alle
w̅ U _Oz un w̅ V _V2 Vn ER

I en samarbeidsoppgave skal vi sjekke
i at aksiomene i v holder her



EKSEMPEL
La an.az an ER være ekte positive to

Det vekta euklidske indreproduktet på IR

med vektene an.az an er funksjonen

Rx R IR

gitt ved
O T arv v tazuzvz tanunVn ER

for alle
w̅ U _Oz un w̅ V _V2 Vn ER

MERK

Vanlig euklidsk indreprodukt

vekta euklidsk indreprodukt med vekter 1,1 1



EKSEMPEL DEFINISJON

På rektorrommet En har vi det euklidske

indreproduktet

Dette er funksjonen

gitt ved
O T u

fonjugering
i

for alle
w̅ U _Oz Un I V _V2 Vn

T

Igjen er det klart at aksiomene i v

holder for v må man huske noen

regneregler for konjugering i G



DEFINISJON
Et indreproduktrom er et vektorrom med et

fiksert indreprodukt

MERK

På et vektorrom V kan det finnes flere indreprodukt

EKSEMPEL

På vektorrommet R har vi alle de vekta
euklidske indreproduktene Forskjellige vekter gir
forskjellige indreprodukt



EKSEMPEL

På IR vektorrommet REX har vi et

indreprodukt
REX REX IR

gitt ved

Lp q fplxlqlxldxtp.GE RExJ z

i w̅ w̅ ER og w̅ w̅ 0

Jet er klart at q g ER og at

g g fqlxlq.la dx f f cL



EKSEMPEL

På IR vektorrommet REX har vi et

indreprodukt
REX REX IR

gitt ved

Lp q fplxlqlxldxtp.GE RExJ z

ii w̅ w̅ o T E

Cq g fqlxlq.la dx fIf ic.i
L q q o q 5



EKSEMPEL

På IR vektorrommet REX har vi et

indreprodukt
REX REX IR

gitt ved

Lp q fplxlqlxldxtp.GE RExJ z

Iii LE w̅ w̅ LE w̅ w̅ w̅

I

ptq.rs plxltq.lt rlx dx

fp x rlx dx fq x rlx dx

L p.rs Cq r



EKSEMPEL

På IR vektorrommet REX har vi et

indreprodukt
REX REX IR

gitt ved

Lp q

fplxlqlxldxtp.qEREXJzz.ir
C w̅ w̅ c w̅ w̅

I

c p q c.pk q x dx c.fplxlq x dx

L C Lp q



EKSEMPEL

På IR vektorrommet REX har vi et

indreprodukt
REX REX IR

gitt ved

Lp q plxlqlx dx p.GE RExJ z

r w̅ w̅ w̅ 5 Konjugering i

Siden vi jobber med et IR vektorrom skal vi

vise 40 w̅ w̅ 0 Dette er klart

Lp g jp x7q x dx fq x plx dx Lq p7
L



EKSEMPEL

La n og la a GEIR med asb

På IR vektorrommet R Jen har vi et

indreprodukt
IRExJen IRExJen IR

gitt ved b

Lp g plxlqlxldxtp.GE RExJen I



EKSEMPEL

La V være IR vektorrommet av alle

kontinuerlige funksjoner fra intervallet 1 1,1 til IR

Da har vi et indreprodukt
V IR

gitt ved 1

f g fltlgltldt f g EV

Aksiomene i v kan sjekkes på
samme vis som i eksempelet over

med REX



EKSEMPEL

La V være IR vektorrommet av alle

kontinuerlige funksjoner fra intervallet arb til IR

Vi får et indreprodukt
V IR

gitt ved b

f g fltlgltldt f g EV



MERK

La V være et indreproduktrom over F

Fikser en rektor TEV Da får vi en

funksjon
4 w̅ V F

x ̅ x ̅ w̅

Altså funksjonen 4 i V F er gitt ved

x ̅ SI FEV



FUNDAMENTALE EGENSKAPER INDREPRODUKT

La V være et indreproduktrom over F

For hver w̅ EV har vi

i Funksjonen
4 w̅ V F

x ̅ x ̅
er en lineartransformasjon

BEVIS

La x ̅ JEV og EF Da er

E Ity F
x ̅ 15,57 x ̅ 5 45,57

Definisjonen av 4 E x ̅ 4 w̅ y

og
THE ISE.iFE.EE c.K i7 x ̅



FUNDAMENTALE EGENSKAPER INDREPRODUKT

La V være et indreproduktrom over F

For hver 5 w̅ KEV og c EF har vi

i Funksjonen
4 w̅ V F

x ̅ x ̅ w̅

er en lineartransformasjon

ii 0,57 4T 07 o

Bevises
iii w̅ T w̅ I TI w̅ w̅ i 517

iv w̅ Ci Frykonjugering i



NORM



DEFINISJON

La V være et indreproduktrom Normen til
en vektor w̅ EV er

Hill LEITT

EKSEMPEL

Se på i 1 B ER med euklidsk indreprodukt
Da er

HEIT Si L 1 B 1 B 7 12 02 4
altså 11511 2



DEFINISJON

La V være et indreproduktrom Normen til
en vektor w̅ EV er

Hill LEITT
EKSEMPEL

Se på i 1 B ER med euklidsk indreprodukt
Da er

11511 2

EKSEMPEL

Se på i 1 B ER med vekta euklidsk

indreprodukt med vektene 6,2
Da er

HEIT Si 1 B 1 BD 6.12 202 12

altså Hill E 2



EKSEMPEL
Se på REX med indreproduktet gitt ved

Lp g plx q da p qEREx3en

Da er

111112 Rdx 1 31 2 11111 25

11 11 Edx 1331 25 11 11 ET

1141 1 7 dx dx Ei Hill E



EKSEMPEL 11111 2M
REX med p g jp x7q x dx Hall ET

1111 E
EKSEMPEL

Se på REX med indreproduktet gitt ved

Lp g jp x7q x dx p qEREx3en
Da er

111112 Pdx 1 1 1 11111 1

11 11 Ix'dx 13 7 11 11 If
1141 da dx Ex HENNE



FUNDAMENTALE EGENSKAPER NORM

La V være et indreproduktrom over F

la TEV og CEF Da holder

i Hill o w̅ 5

ii Heill chill

BEVIS

Kommer som samarbeidsoppgave



ORTOGONALITET



DEFINISJON

La V være et indreproduktrom
To vektorer i i EV er ortogonale hvis

w̅ w̅ 0

EKSEMPEL FORTS

Se på w̅ w̅
5 1 1 B w̅ 1 B ER

med euklidsk indreprodukt
Her er

Li 41 1 B 1 B 111.1 B B 2 0

så 5 og i er ikke ortogonale I



DEFINISJON

La V være et indreproduktrom
To vektorer w̅ i EV er ortogonale hvis

w̅ w̅ 0

EKSEMPEL FORTS

I R med euklidsk indreprodukt er

vektorene 5 1 1 B og i 1 B ikke ortogonale

EKSEMPEL OGSÅ FORTS

Se på 5 1 1 B i 1 B ER med vekta euklidsk

indreprodukt med vektene 6,2 Da er

Li L 1 B 1 B 6.111.1 2 B B 6 6 0

så w̅ og i er ortogonale



FUNDAMENTALE EGENSKAPER ORTOGONALITET

La V være et indreproduktrom

i 0 er ortogonal med hver vektor i V

ii 5 er den eneste rektoren i som

er ortogonal med seg selv

BEVIS

Kommer som samarbeidsoppgave



TEOREM PYTHAGORAS

La V være et indreproduktrom
Hvis 5,5 EV er ortogonale så er

110 5112 110112 115112

BEVIS

Vi har
11 Sitt Ett

T.ES EIT T.TT w̅

iCIFIFIEIIII
1 110112 11511


