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ISOMORFI

FORELESNING V7



DEFINISJON

En lineærtransformasjon f V W er inverterbar

hvis det finnes en lineærtransformasjon g W V

slik at f og eide og got idv

TERMINOLOGI

En inverterbar lineærtransformasjon kalles en isomorfi

og W er isomorfe hvis det finnes en isomorfi
mellom dem Da skriver vi VEW

Hvis g som i definisjonen finnes så kalles den

en invers av f Vi skal vise samarbeidsoppgave
at g er entydig så vi kan si inversen og
skrive g fl



EKSEMPEL

La M være en non matrise over R Da er

M IR IR
I 1 ME

en lineær operator Hvis matrisa M er inverterbar så

er Lin inverterbar vi skal snart se at også det
motsatte holder

T
M inverterbar J M s.a.MN Inn M'M

La olme tiden Linn 0hm
altså linearoperatoren har

1 er inversen til La I



EKSEMPEL

La f P Å være gitt ved

f ay ty 2x y
Da er f inverterbar fordi lineærtransformasjonen
f IR IR gitt ved

f g ty 2x y
er en invers

ay ty 2x g ty 2x y 21 9 2x g

3 34 y

y ty 2x g tytzx y 21 57 2 9

g
L



PROPOSISJON

En lineær transformasjon er inverterbar hvis og bare

hvis den er injektiv a.k.a 1 1 og surjektiv a.k.a på

BEVIS

La f V W være lineær
Anta at f er inverterbar La f W V være inversen

til f

f er injektiv Det holder å vise at ker f å Så la

i Ekerf Da er f i O og vi får
i tid i f of i f f i f o o

f er surjektiv Vi må vise at for hver FEW finnes
i EU slik at vi f i Prøv med i f u

Da blir f i f f u If of
1

u idw E E



PROPOSISJON

En lineær transformasjon er inverterbar hvis og bare

hvis den er injektiv a.k.a 1 1 og surjektiv a.k.a på

BEVIS

La f V W være lineær
Anta at f er injektiv og surjektiv Beviset for at

f da er inverterbar kommer som samarbeidsoppgave I



MERK

Forrige PROPOSISJON betyr at en lineærtransformasjon
f W er inverterbar ker f i og Imf W

EKSEMPEL

La f P IREx en være lineartransformasjonen
bestemt av

f éi
i for hver standardbasisvektor ei én ER

Da er f en isomorfi
Ker f o opplagt
Imf IRIxJen mengden flé f én Imf er

lineært uavhengig så dim Imf n dim IREx3en
som impliserer Imf IR Jen



GENERALISERT EKSEMPEL

La V og W være endeligdimensjonale vektorrom
Hvis dim V dim W så er VEW og W er isomorfe

BEVIS

kommer som samarbeidsoppgave I


