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FUNDAMENTALTEOREMET FOR LINEÆRTRANSFORMASJONER

FORELESNING V6



KJERNEN TIL EN LINEÆRTRANSFORMASJON



V og W er vektorrom over F

DEFINISJON

La f V W være en lineær transformasjon Kjernen
til f er

ker f TEV I f i En av



DEFINISJON

La f V W være en lineær transformasjon Kjernen
til f er

ker f TEV I f i En a V

EKSEMPEL

La M E Mmen R Da er Ln R Rm gitt
ved Lm i Mi en lineærtransformasjon og

ker Ln nullrommet til matrisa M

T
i Eker L Mi å i E nullrommet til M I
L



DEFINISJON

La f V W være en lineær transformasjon Kjernen
til f er

ker f w̅ EV I f r En C V

EKSEMPEL

Identitetsoperatoren ide V har liten kjerne
nemlig ker idu 5

Ticker idu ide i 5

L



DEFINISJON

La f V W være en lineær transformasjon Kjernen
til f er

ker f TEV I f i En a V

EKSEMPEL

Nullavbildningen 0 V W har stor kjerne nemlig
ker o V

T

L
OCT E Y I EV I



DEFINISJON

La f V W være en lineær transformasjon Kjernen
til f er

ker f TEV I f i En a V

EKSEMPEL

Derivasjon gir en lineær operator D IRL IRL
altså D p p for hvert polynom p Da er

Ker D PERL I pl o

konstante polynomer
IRIX so A



DEFINISJON

La f V W være en lineær transformasjon Kjernen
til f er

ker f w̅ EV I f r En C V

OBSERVASJON I

La fir W være en lineær transformasjon Da er

kjernen Kerf CV et underrom

BEVIS

Vi bruker selvsagt våre tre kriterier
i EEker f f linear f Er Ew

ii 5,5 Ekerf i i Ekerf flott flu ffi 5 5 0

iii aEF w̅ Ekerf at Eker f flat af i at 5



HUSK

En funksjon ø X Y er injektiv a.k.a 1 1 hvis
ø ø

TRIKS

Hvis fir W er en lineær transformasjon så har vi

f er injektiv Ker f i

ALTSÅ

BEVIS Hvis far
0

Anta at f er injektiv Hvis så er f injektiv

F Ekerf får vi fli O f o
som impliserer 5 5 altså må Kerf i

Anta at f ikke er injektiv Da finnes Ett i V

med f i f i Det gir flu w̅ flo f e 8

så i i Ekerf og 5 i 0 i e Keef i



BILDET TIL EN LINEÆRTRANSFORMASJON



V og W er vektorrom over F

DEFINISJON

La f V W være en lineær transformasjon Bildet

til f er

Imf fli EN I TEV c W



DEFINISJON

La f V W være en lineær transformasjon Bildet

til f er

Imf feil EW I TEV a W

EKSEMPEL

La M E Mmen R Da er Lin B Rm gitt
ved Lali Mi en lineærtransformasjon og

Im Lm kolonnerommet til matrisa M

F
E E Im La J i EIR s a La i Mi E

I Ekolonnerommet til M I



DEFINISJON

La f V W være en lineær transformasjon Bildet

til f er

Imf for EN I TEV a W

EKSEMPEL

Identitetsfunksjonen idu V V har stort bilde

nemlig Im idu V

i tid i EImlid V i EV I
L



DEFINISJON

La f V W være en lineær transformasjon Bildet

til f er

Imf feil EW I TEV a W

EKSEMPEL

Nullaubildningen o V W har lite bilde nemlig
Imo å

Imo oli I rev å I



DEFINISJON

La f V W være en lineær transformasjon Bildet

til f er

Imf feil EW I TEV a W

EKSEMPEL

Derivasjon gir en lineær operator D IRL IRL
altså D p p for hvert polynom p

For hver q ERE finnes en antiderivert r ER

altså slik at q r D r Det betyr at

IMD IRIX I



DEFINISJON

La f V W være en lineær transformasjon Bildet

til f er

Imf feil EW I TEV a W

OBSERVASJON I

La f V W være en lineær transformasjon Da er

bildet Imf CW et underrom

BEVIS

kommer som samarbeidsoppgave I



FUNDAMENTALTEOREMET



VI HAR NÅ SETT

fir W en lineærtransformasjonmgunderrommet
korfor

Underrommet Imf CW

FUNDAMENTALTEOREMET

La V være endeligdimensjonalt og la f V W

være en lineærtransformasjon
Da er Imf endeligdimensjonalt og

dim V dim Krf dim Imf



FUNDAMENTALTEOREMET

Vendeligdimensjonalt f V W lineær

Da er Imf endeligdimensjonalt og
BEVIS

din dim Krf dim ImfKerf er et underrom av V så

ker f er endeligdimensjonalt
La J Jm være en basis for ker f og utvid til
en basis i im T in for V Da har
vi dim V men og dim ker f m og vi

trenger bare å vise

Imf er endeligdimensjonalt og
dim Imf n



FUNDAMENTALTEOREMET

Vendeligdimensjonalt f V W lineær

Da er Imf endeligdimensjonalt og
BEVIS

din dim Krf dim ImfKerf er et underrom av V så

ker f er endeligdimensjonalt
La J J være en basis for ker f og utvid til
en basis I im T in for V

Imf er endeligdimensjonalt La flu EImf Da

finnes skalarer ai bi EF slik at
T a T t tanum t b u t barn

Da blir

fli fl b ut b E

b f i baffin
Dette viser at Imf span ffi f in så

Im f er endeligdimensjonalt



BEVIS vend fin linear

Timer time EnKerf er et underrom av V så

Kerf er endeligdimensjonalt
La 5 5m være en basis for ker f og utvid til
en basis i im I in for V

dim Imf n Vi har vist at Imf span flu flid
så det holder å vise at fei f in er lineært

uavhengig da blir jo dette en basis for Imf
Anta at 5 c fli enflin Da er

5 f c Tt enn altså c.it tenk Ekerf Men

da finnes skalarer d dm EF slik at
G c w̅ en In d 5 dm om
Men i im w̅ sin er lineært uavhengig så

impliserer c n o D dm


