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FORSTE TIME

Oppgave 1. Her skal vi jobbe med matrisa

A(é é)

(a) Verifiser Cayley—Hamilton-teoremet for A. Det vil si
e finn det karakteristiske polynomet charpol 4(z) € R[z] og
e sjekk at charpol 4(A) = 0.
La na s(z) = 2% — 42* — 723 + 1122 — 2 — 10 € R[z].
(b) Finn matrisa s(A).

Oppgave 2. Bruk Cayley—Hamilton-teoremet til a finne inversen til matrisa

7 2 2
-6 -1 2
6 2 -1

Oppgave 3. La
1 0 2
B=10 11
0 0 2
Bruk Cayley—Hamilton-teoremet til & regne ut og forenkle uttrykket
—B3 +4B% + 3B — 413y3.

Oppgave 4. Bevis — ved eksplisitt utregning — Cayley—Hamilton-teoremet for
(a) diagonale matriser og

(b) (2 x 2)-matriser.



ANDRE TIME

Husk: Hvis f: V — V er en lineser operator, sa er et underrom U C V' f-invariant
eller invariant under f dersom f(U) C U (altsa dersom w € U = f(u) € U).
Oppgave 5. La operatoren f: R? —s R? veere gitt ved f(z,y) = (y,0).

(a) Vis at underrommet U = {(z,0) | z € R} C R? er invariant under f.

(b) Hva er operatoren f|y bedre kjent som?

Oppgave 6. Vi lar C*° vare vektorrommet av alle funksjoner ¢: R — R som
er slik at den deriverte ¢(™) eksisterer og er kontinuerlig for hver n > 0. For hver
r € R, la ¢.: R — R vaere funksjonen gitt ved ¢,.(z) = re® og skriv

W ={¢,|reR} CcC™.
(a) Vis at W er et underrom av C*°.
(b) Hva er dimensjonen til vektorrommet W?
La D: C*° — C° vere den linezre operatoren gitt ved derivasjon.
(¢) Vis at W er D-invariant.

(d) Hva er operatoren D|y bedre kjent som?

Oppgave 7. La f: V — V veaere en linezer operator pa et vektorrom V' med
underrom U og W. Husk at da blir snittet U N W C V ogsa et underrom.

Vis at hvis U og W er f-invariante, sa er ogsa U N W invariant under f.

Oppgave 8. La f veere en lineser operator pa et vektorrom V. Vis at

f har en egenverdi <= V har et 1-dimensjonalt underrom som er f-invariant.

Oppgave 9. La f: R™ — R"™ vare den linezre operatoren gitt ved
fz1, xa, 3, ..y ) = (21, 229, 323, ..., NT,).

Finn alle de 1-dimensjonale underrommene av R™ som er f-invariante.
)



MER, MER, MER!

Oppgave 10. La f veere en lineser operator pa et vektorrom V ogla U C V vaere
et underrom.

(a) Vis at hvis U C Ker f, sa er U invariant under f.

(b) Vis at hvis Im f C U, sa er U invariant under f.

Oppgave 11. La f og g veere linexre operatorer pa et vektorrom V', og anta at
fog=golf.
(a) Vis at underrommet Ker f C V er invariant under g.

(b) Vis at underrommet Im f C V er invariant under g.

Oppgave 12. La f vere en linezr operator pa et vektorrom V' og anta at det
finnes et naturlig tall n slik at f™* = 0.

Vis at operatoren idy —f: V — V er inverterbar.
Hint: Hva er -1 nar |z| < 1?
Oppgave 13. La f vare en lineszer operator pa et vektorrom V ogla 0 £ v € V.
Husk: Underrommet Uz av V' er definert som
U =span (v, f(v), f*(0), ..., f'(0),...) C V.
a) Vis at underrommet Uy er f-invariant.

b) Vis at Uy er det minste f-invariante underrommet av V' som inneholder .



