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LØSNINGSFORSLAG TIL UTVALGTE OPPGAVER
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OPPGAVE 523.1

Vi har

lat 0

A
1 og AA

så A er normal i e AA AA hvis og bare
hvis 161 cl



















































OPPGAVE 523.2

a f er selvadjungert f β er symmetrisk
6 3

b For 6 3 er f ikke selvadjungert men

13 11 1 5 L

så f er normal for 6 3



















































OPPGAVE 523.3

a Et eksempel er

b Hvis A er unitær så er A A

Hvis A er selvadjungert så er At A
Så hvis A er unitær og selvadjungert så er

A A



















































OPPGAVE 523.4
di 9,2 din

La A være øvre triangulær si A
22 92

i ii i

Skal vise A er normal A er diagonal

Hvis A er diagonal så er også A diagonal
Dermed blir AA AA diagonale matriser

kommuterer så A er normal



















































OPPGAVE 523.4 A

Anta at A er normal altså at AA AA

Spesielt er

la.it A A y AA h la lant la.nl
som impliserer an din 0

Inesteomgangfmå
LEI lad ATAL AATz last last land

som impliserer azz azn 0

Til slutt får vi aij o itj i e

A er diagonal



















































OPPGAVE 523.5

Anta at f P R er slik at

f 1,2 3 0,0 0 og f 2,5 7 2 5,7

Skal vise f er ikke selvadjungert

Merk at x ̅ 7 2,3 og 5 2 5,7 er egenvektorer
for f tilhørende distinkte egenverdier o og 7 hhv

Men x ̅ og j er ikke ortogonale så ifølge TEOREM

fra FORELESNING 23A kan ikke f være normal

Spesielt betyr det at f ikke er selvadjungert



















































OPPGAVE 523.6

a La f V V være selvadjungert
Husk Nå antar vi at F R eller F E

Skal vise Hvis 1 er en egenverdi for f
så er JER

La JEF være en egenverdi og la EV

være en tilhørende egenvektor Da er

f f flt Av

ANTI AT.FI fli iSELE fCiDILi ID 1 11 112

og dette impliserer 1 i e A EIR



















































OPPGAVE 523.6

b Matrisa A i 6 er symmetrisk altså A AT
men har ikke reelle egenverdier

Dette strider ikke mot a fordi A ikke
er selvadjungert A A



















































OPPGAVE 523.7

Skal vise f selvadjungert Ffi E ER TEV

La TEV Observer først at

Flo flili ft w̅ w̅ fli
ft i f i w̅

f f til w̅

Anta at f f Da blir flu flili
i e flu ER TEV

Hvis flu DER så blir f f til w̅ o TEV

så f f i o TGV i e f f



















































OPPGAVE 523.8

a Vi har
f T Lo O

og
41 f x 47,1

altså

flt 7 f x

som viser at f f i e f er ikke selvadjungert

b FINT FAKTUM fra FORELESNING V22 forutsetter
at vi har en ortonormal basis Basisen

β 1 her er ikke ortonormal
så vi kan ikke finne f ved å

konjugerttransponere f β



















































OPPGAVE 523.9

La f V V være normal

Skal vise Imf Im f 522.17

Tilstrekkelig ker

I fy Imf

Så la TEV Da er

w̅ Eker f f r

11ft I 0

FOR.EEIIE23vB 11 f i o

f i 5 i Eker f

og dette betyr at ker f Ker f



















































OPPGAVE 523.10

La f 63 63 være normal og anta at

f 1.1.1 2.2.2

La Z Zz Zz Ekert Ved 523.9 er da også
Z Z Z Etkerf Nå får vi

2 Z Zz Zz 2 2,2 Z Zz Zz

f 1,1 1 Z Zz Zz

4 1.1.7 f Z Zz Zz

7 1,1 0,0 0 0

og dette betyr at Z Zz t 23 0



















































OPPGAVE 523.11

Husk f er nilpotent hvis det finnes en n 21

slik at f er nulloperatoren i e f i E TEV

Skal vise Hvis t V V ikke er nulloperatoren O og
f er nilpotent så er f ikke normal

Ekvivalent f nilpotent og normal f 0

Så anta at f er nilpotent og normal Da finnes
nel slik at f 0 Vi skal vise ved induksjon på n

at f 0

Tilfellet n 1 er trivielt



















































OPPGAVE 523.11

La not og anta at tilfellet n 1 holder Skriv g f

og observer at også g er normal For hver TEV er

11g g r I 4g glis gli
gog gli gli

g normal gtogggli gli 0

Dette viser at g og r 0 så

Ilgli I gli gli gtogle w̅ Lo E 0

så gli o i e Ved induksjonshypotesen
impliserer f D at f 0 så vi er ferdige



















































OPPGAVE 523.12

Skal vise Ker fh Ker f

Kerf cker fh La i Ekerf Da er

f i o f lineær

f r f f i o

i e w̅ Eker fh



















































OPPGAVE 523.12

Skal vise Ker fh Ker f

Ker F ckert La i Ekerlf Ved induksjon er det

tilstrekkelig å vise at iEker f

Vi har for hver TEV at

f of i f of v

f of f r f if normal
f 5 0

som betyr at f of F 0 Dermed blir

f of i f hi
L f e f i

som betyr f i 0 i e i Eker f



















































OPPGAVE 523.13

a Dette er rettfram

b Observer at w̅ w̅ E V er

w̅ f vi f w̅ w̅

L w̅ E x ̅ w̅

w̅ TIL x ̅ w̅

w̅ x ̅ w̅ w̅

w̅ Ez w̅

w̅ Ez x ̅ w̅

og dette viser at f w̅ 4T x ̅ w̅ TE V



















































OPPGAVE 523.13

c La F R

Skal vise f selvadjungert w̅ x ̅ lineært avhengig

Anta at f er selvadjungert Da er f f så

5 f i f r SE x ̅ E CT TST TEV

Spesielt kan vi la 5 0 i forrige ligning
som gir
LJ x ̅ E 4T E x ̅ 5

Merk nå at vi kan anta at Ito og x ̅ to

enhver mengde som inneholder 5 er lineært

avhengig Da må spesielt Jiu 0 og dermed
viser at w̅ x ̅ er lineært avhengig



















































OPPGAVE 523.13

c La F R

Skal vise f selvadjungert w̅ x ̅ lineært avhengig

Anta at i x ̅ er lineært avhengig Igjen kan

vi anta i 5 x ̅ E E x ̅ f er nulloperatoren

og nulloperatoren ER selvadjungert Dette betyr
at w̅ x ̅ for en α ER og det følger at

og x ̅ i

f i LT.EE w̅ x ̅ ET
α ILT x ̅ w̅

w̅ x ̅ w̅ f i TEV

i e f er selvadjungert



















































OPPGAVE 523.13

d Skal vise f normal w̅ x ̅ lineært avhengig

Anta at f er normal For hver TEV blir

LLT.ES x ̅ x ̅ w̅ f T.ES x ̅

f f i

f normal f f i

f w̅ x ̅ w̅

EST IST E x ̅

Som i c kan vi anta i 0 x ̅ Siden dette

holder spesielt for 5 0 følger det at x ̅ er et

ikke null skalarmultiplum av w̅ i e i x ̅ er lineært avhengig



















































OPPGAVE 523.13

d Skal vise f normal i x ̅ lineært avhengig

Anta at i x ̅ er lineært avhengig Som i

c kan vi anta 0 0 x ̅ Det betyr at
det finnes EF slik at i x ̅ så

for hver w̅ EV blir og x ̅ Jo

f f r f Ci TSE LT x ̅ x ̅ w̅

IT IT αx ̅

å OK
G w̅ w̅ E x ̅
f LT.DE f f i

som viser at f er normal



















































OPPGAVE 523.14

Svaret på spørsmålet er JA

Skriv å 1.0.0 5 0,7 0 E 0 1,7 Da er

β å E E en basis for P3 Dessuten er

å E og E egenvektorer for operatoren f B P3

bestemt av

å tro Exo i Ei
Til slutt kan vi observere at f ved TEOREM ikke er

selvadjungert siden E og E er egenvektorer tilhørende

distinkte egenverdier 0 og 1 hhv men E og E

er ikke ortogonale



















































OPPGAVE 523.15

Dette er rettfram

f of f ft f f f of

EEEEEEE.EE
f olfY lfty of
f of fof



















































OPPGAVE 523.16

La JEF Da er

f 1 idu f_tid f 1 ide f 1 idu
f of 7ft If 1712 id

og
f tid f 1 idu f 1 ide f 1 idu

f of If If 1712 ide

Dette betyr at hvis f er normal
i e f of f of

så er f 7 idr normal
i e f 1 idu f tid f tid f 1 idu


