GRUPPEARBEID 16F

LINEAR TRANSFORMASJONER [

Oppgave 1. Avgjor hvilke av funksjonene T fra R? til enten R eller
R? er lineser transformasjoner.

(a) (i) Definer T': R? — R? ved at
T((a,b)) = (2a — 3b, —3a + 2b)

for alle (a,b) € R?.
(ii) Definer T: R? — R ved at

T((a,b)) = Va2 + b2

for alle (a,b) € R?.
(iii) Definer T: R? — R? ved at

T((CL, b)) = <_b7 CL)

for alle (a,b) € R>.
(b) I de tilfellene hvor T er en linezer transformasjon i punkt (a), finn
standardmatrisen til 7.
(¢) (i) For funksjonen i punkt (i) i punkt (a) vis at

T(1L1) =-1,1)

og at

(ii) Vis at B = {(1,1),(—1,1)} er en basis for R?.

(iii) Utfordring: Kan du, med a bruke B, gi en geometrisk tolkn-
ing av 17
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formasjonen T : R? — R? gitt ved at Ty(x) = Ax for alle x € R>. La
u=(2,0)0gv=(34).

(a) Hva er arealet F} av parallellogrammet utspent av u og w?

(b) Hva er arealet Fy av parallellogrammet utspent av T4 (u1) og T4(v)?

(c) Hva er forholdet mellom Fj og F,? Hva er det(A)?

(d) Utfordring: Kan du forklare hvorfor det er sammenheng mellom %
og det(A)?

Oppgave 1. La A = { ] Betrakt den tilhgrende lineser trans-
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Husk: Gitt to vektorer 1 og v i R?, sa er arealet av parallellogram-
met utspent av m og v gitt ved

u u
vl = e[ 22221
2

U1

Utfordring: Har vi noe tilsvarende for 3 x 3-matriser og volumet
av parallellepipeder?

1 1 -1
Oppgave 2. La A = |3 —4 3 |. Betrakt den tilhgrende lineser
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transformasjonen Ty : R? — R? gitt ved at T'(x) = Ax for alle x € R3.

(a) Finn bildet ImT av T', og finn kjernen Ker T av T
(b) Er T'1-1? Er T pa?

Husk: En linezr transformasjon 7': V' — W er 1-1 hvis
u#vevV="7T~u #T(v).
Proposisjon 54. Fglgende er ekvivalent for en lineer transformasjon
T:R" = R™ (eller T:V — W):
(a) T er 1-1.
(b) Hvisu # O i R, sa er T(u) # O 7 R™.
(¢) Hvis T(m) =0 i R™, sa eru=0 i R™.
(d) Hvis A er den tilhgrende standardmatrisen til T, sa har
Ax =0
kun en losning, dvs. N(A) = {O}.
Proof. (a) = (b): Anta at 7" er 1-1. Hvis vi lar v = O i definisjonen
av 1-1, sa sier den at hvis m # O € R", sa er T'(u) # 7(0). Siden vi
T(0) =01iR™, folger (b).
(b) = (c): Det logiske utsagnet
p=4q
er ekvivalent med at
-q = p,

dvs. at

ikke ¢ = ikke p.
Dette gir at (b) er det samme som

ikke T'(m) # O = ikke m # O € R",
som igjen er det samme som
Tu)=0=u=0eR"

Det siste er det samme som utsagnet i (c).
(c) & (d): La A = mﬁ: (T'), dvs. A er standardmatrisen til 7. Da
har vi at T'(u) = Au for alle u € R".
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Anta at (c) holder: Hvis T'(u) = O i R™, sa er u = O i R". Onsker
a vise at (d) holder. Anta at Au = O for en m i R”. Av kommentaren
over sa er dette det samme som at 7'(u) = O. Siden (c) gjelder, sa
folger det at u = O, og det betyr at

N(A) ={u e R" | Au =0} = {O}.

Anta at (d) holder: N(A) = {O}. Onsker a vise at (c) holder.
Anta at T'(u) = O for en w i R". Siden T'(m) = A= = O, sa er
u € N(A) = {0}. Dermed ma u = O og (c) holder. Dette viser at (c)
og (d) er ekvivalente.

Utfordring: Fullfgr beviset av Proposisjon 54. U

Proposisjon 55. La T: R" — R™ veere en lineer transformasjon med
tilhorende standardmatrise A = msf (T).

(a) T er 1-1 hvis og bare hvis Ax = Q har noyaktig en losning.
(b) T er pa hvis og bare hvis Ax = b er lgsbar for alle b € R™.
(¢) T er 1-1 og pa hvis og bare hvis A er invertbar.

Utfordring: Bevis Proposisjon 55.

Utfordring: Bevis fglgende pastander: La T: R" — R™ vare en
linezer transformasjon med tilhgrende standardmatrise A = mg" (7).

Da holder fglgende:

(a) T er 1-1 medfgrer at m > n.

(b) T er 1-1 medfgrer at det eksisterer en matrise B slik at BA = I,,.
(c) T er pa medfgrer at n > m.

(d) T er pa medfgrer at det eksisterer en matrise B slik at AB = I,,,.



