GRUPPEARBEID 7F
ELEMENTZEARE MATRISER

Oppgave 1. Lgs det fglgende linezre likningssystemet ved a finne
redusert trappeform til den tilhgrende totalmatrisen:

20+ Ty+32=3
3r+6y—32=0
4y 462 =4

Oppgave 2. Hvilke elementaere matriser kan du multiplisere likningssys-
temet

27 3 3
3 6 =3lx= |0
0 4 6 4

fra Oppgave 1 for a lgse det?
Oppgave 3. Bevis Proposisjon 13 (i) og (ii).

Korollar 14. La A vere en m X n-matrise og betrakt det lineere likn-
mgssystemet
Ax=Db
forenb i R™. La
[R|b]
veere redusert trappeform av [A|b]. Da har de lineere likningssys-
temene
Ax=Db o9 Rx=10
samme lgsningsmengde.

Oppgave 4: Utfordring: Bevis Korollar 14.

e Merk: Vi finner redusert trappeform ved a multiplisere fra ven-
stre med elementgere matriser. Av Proposisjon 10 sa er produk-
tet I/ av alle disse en invertibel matrise, og vi har

FA=R
og
Eb =1
Dvs. vi sammenlikner Ax = b og FAx = Eb.
e La
L={xeR"| Ax = b}
0g

L ={x €R"| EAx = Eb}.

e Visat hvisx € £, saerx € L.
1



e Visat hvisx e £/, saerx € L.
o Konkluder at £ = L'.

ELEMENTZERE MATRISER OG LIKNINGSSYSTEM

Oppgave 1. La

27 3
A=13 6 -3
0 4 6
1
(a) Lgs systemet Ax = |0|. Kall en lgsning c;.
0
5
(b) Lgs systemet Ax = [1]|. Kall en lgsning cs.
0
15
(c) Los systemet Ax = [0|. Kall en lgsning .
1

(d) Hvilken egenskap har matrisen B = [cjcarg], dvs. matrisen med
kolonner ¢y, ¢, €37
(e) Kan vi ha flere enn en lgsning i (a), (b) eller (c)’?

Oppgave 2. Hvis A er invertible, vis at (A71)~! = A.

La A veere en invertibel n x n-matrise med invers A~!. Da er

1 Ail A- (EQ(Ail)J LA (En(Ail)],

0 0

1 0

0

Dvs. for & finne A=! ma vi finne vektorer ¢, o, ..., ¢, slik at

0
0
0



Dette kan vi gjore samtidig ved a betrakte totalmatrisen

10 0 --- 00
o1 0 --- 00
A vor o
00 -+ 0 10
00 -+ --- 01
Ved Gauss-Jordan eliminasjon multipliserer vi denne fra venstre med
en sekvens av elementeere matriser Ey, Es, ..., E; for a lage “redusert
trappeform” [I,|B].
Ey - [A|L]
E,-[E, - AlE]

E,-Eyy---Fy-Ey -AlE,_y---Ey - Ey

som gir
[y By By A|Ey - By By
In B
where B = [c1€s - - - €], dvs. ¢;(B) = ¢;. Dette gir at [BA|B] = [1,,|B].
Siden Al- c; = e;, sa er AB = I,. Vi har allerede at BA = I,,, slik at
B=A"

Teorem 17. La A vere en n X n-matrise.

(a) Folgende er ekvivalent
(i) A er invertibel,
(ii) det lineere likningssystemet Ax = O har kun e’n lgsning.

0 0
(iii) redusert trappeform av |A| @ | er |1,] :
0 0

(b) A er invertibel hvis og bare hvis A er et endelig produkt av elemen-
tere matriser.

Oppgave 3: Utfordring: Vis Teorem 17.

Hint: (a) (i) = (ii): Bruk Oppgave 1 fra 6F andre time/del.

(ii) = (i): Teorem 15 (c) sier noe om redusert trappeform. Hva
er redusert trappeform av et ikke-homogent system? Bruk sa kom-
mentarene over.

(ii) < (ili): Som over ved hjelp av Teorem 15 (c).

(b) Hvis A er invertibel, s& har vi fra kommentarene over at A~! =
Ey--- Ey - Ey for elementaere matriser ;. Oppgave 2 fra 6F andre del
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og Oppgave 2 over har vi at
A=ANH1=(E---Ey-E)™.

Den motsatte implikasjonen fglger fra Proposisjon 10.



