KAPITTEL 1

Vektorer 1 R"”

1. Vektorer

DEFINISION 1.1. (i) Elementene i R™ er ordnede n-tuppel u = (uy, us, ..., uy,)

av elementer i R.

Vi identifiserer elementene (uq,us,...,u,) i R™, enten med radvektoren

uy
U2

[urus - - - uy,] og/eller kolonnevektoren

Un

La u = (uj,ug,...,uy) 0g v=(v1,va,...,0,) 1 R" ogla ¢ veere R.

(ii) Da er u og v like hvis

Uy = V1, U2 =V2,...,Up = Un,
dvs. u; =wv; foralli =1,2,...,n.
(iii)
def
u+v = (ug +vi,us + v, ..., Uy + Vy),
def
cu = (cuy,cug, ..., Cly).

PROPOSISION 1.2. La u,v og w veere i R™, og la ¢,d € R. Da er:

(a) (W+v)+w=u+(v+w) (addisjon er assosiativ).
(b) Det fins en entydig element O i R™ slik at

u+O=u=0+u

for allu ¢ R™ (nemlig © = (0,0,...,0)).
(¢) Gittu i R™, sd fins det u’ i R™ slik at

ut+u'=0=u"+u
(nemlig v’ = (—1)u).

(d) u+v=v+u.
(e) a(u+v)=au+ av.
(f) (a+b)u=au+ bu.
(g) a(bu) = (ab)u.
(h) lu=u for allu i R™.
KOROLLAR 1.3. La u vere it R™ og a © R. Da er:
(a) Ou = 0.
(b) a® = O.

(¢) (-)u=—u.
2. Lengde

DEFINISION 2.1. Lengden (normen) ||u|| av en vektor u = (u1,uz, .. .

er gitt ved

lull = /a2 +ud -+ .
PROPOSISION 2.2. For en vektor u i R™ og c € R, sd er

1

) i R™
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(a) [ul > 0.
(b) |lull = 0 hwvis og bare hvis u = O.
(c) llan| = lal([u]].

MERK. Spesielt i (¢): For u # O, sé er

1

1 1
=l = I3
[

ull = 7=l =1,

el [[uf

og mu kalles normaliseringen av 1. En vektor med lengde 1 kalles en enhetsvektor.

3. Skalarprodukt

Husk: Hvis u og v er to ikke-null vektorer i R? eller R? og 6 er vinkelen mellom
u og v, da er skalarproduktet av 1 og v, betegnes med u - v, definert som

v & || v] cos 6.

Hvis u eller v er O, sd er u-v = 0.

Har leert: u-v = ujvy + ugve (i R?).

Spgrsmal: Hvorfor?

Bruk at projeksjonen av et lukket vektorpolygon (en sum av vektorer som er
nullvektoren) inn pé en fast retning (vektor) er lik null.

DEFINISJON 3.1. For u = (u1,us,...,uy) 0g v = (v1,v2,...,0,) 1 R™ s& defi-
neres skalarproduktet 11 - v av 1 og v som

UV =1UV] + UV2 + -+ + UpUp.
PRrOPOSISION 3.2. For vektorer u, v og w i1 R™ og a i R har vi:
u-(v+w)=u-v+u-w.
(u-v)=(au) -v=u-(av).

cu >0, ogu-u=0 hvis og bare hvis u = O.
O-u=0=u-0.
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TEOREM 3.3 (Cauchy-Schwarz ulikhet). For to vektorer u og v i R™, sd er
lu-v| < [[ullllv],

dvs.

lu1vy + ugve + -+ + upv, < u%+u%+---+u%\/vf+v§+---+v%.
DEFINISION 3.4. Vinkelen 6 mellom to ikke-null vektorer u og v defineres som
u-v

6 = cos
ralllel

der 0 <60 <.
DEFINISJON 3.5. To vektorer 1 og v er ortogonale hvis u-v = 0.

PROPOSISION 3.6. Foru og v « R™, sd er

[u+vi < fuff +[v]
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4. Line=zre likningssystem

DEFINISION 4.1. (i) En lineer likning med n ukjente {x1,22,...,z,} er en
likning som kan uttrykkes
(1) a1r1 + asxo + - -apT, = b
der a1, as, ..., a, er koeffisienter (konstanter) i R og ikke alle a1, ag, ..., a,

er lik null. Hvis b = 0, sa er likningen homogen.

(ii) Et endelig antall linesere likninger kalles et system av lineeere likninger /et
lineert likningssystem.

(iii) En losning av (1) er et n-tuppel (s1, s2,...,s,) slik at s; innsatt for 1, so
innsatt for a9, osv. gjor at (1) er tilfredsstilt.

Elementaere radoperasjoner:
(I) Multipliserer en likning med en konstant # 0.
(IT) To likninger bytter plass.
(III) Legger et multiplum av en likning til en annen.
Gauss-eliminasjon:

Steg 1: I fgrste ikke-null kolonne fra venstre, ved eventuell ombytting av
rader, fremskaff en ikke-null koeffisient pa rad 1, multipliser med inversen
til denne. (Dette gir en ledende ener/pivot).

Steg 2: Fjern koeffisienter # 0 under ledende ener.

Steg 3: Gjenta Steg 1-2 pa radene 2 og nedover.

Steg 4: Gjenta Steg 3 pa de nye undersystemene til systemet til systemet
far en trappeform

1 *

0o --- 0 1 *

0 0 1 =« *

0 0 =
0 0 0
0 --- o0 0]

Gauss-Jordan-eliminasjon:
Steg 5: Fremskaff 0 over de ledende enerne, start fra bunnen.

DEFINISJON 4.2. En totalmatrise til et system av m linesere likninger med n
ukjente er pa redusert trappeform hvis den er av formen

1 % -~ 0 * * 0 o
o --- 0 1 * 0 *

: : 0

[ | R O
0 0 0
0o - -0 0]

Tallet 1 i siste rad kan veere i siste kolonne. Ett-tallene svarer til ledende ukjente.
En ukjent som ikke er ledende er fri.



