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Finn arealen av omradet avgrenset av ellipsen
N2 Y\ 2
d Z) =1
() + ()
ved & regne et linjeintegral.

Hint: Bruk teorem 11.3.2 fra boka.

Igsning;:

La D veere det lukkede omradet avgrenset av ellipsen . Om vi velger F(z,y) = (0, z) far
vi at

0Fy, 0F,

Ox oy

Areal(D) = / /D dA = fE F. dr.

Siden E er ellipsen gitt ved
T\ 2 Y\ 2 )
() +(5) =1

kan vi parametrisere E ved x = acos(f) og y = bsin(f), hvor 6 € [0, 27]. Vi merker oss at

og dermed at

dy
0= bcos(0),

som igjen gir

2 2
Areal(D) = 7{ F. dr = / abcos(0)df = ab / COS(Qg)Hde = abr,
E 0 0

hvor vi brukte cos(26) = 2cos?(6) — 1.

Vi lar F(x,y,2) = (z%y, —2y?). Evaluer linjeintegralet

%F- dr,
c

hvor C' gar med klokken langs halvsirkelen gitt ved 0 < y < v/9 — 22

Hint: Greens teorem.
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Ldsning:

La D vaere halvsirkelen 22 +y2 <9, y > 0. I polarkoordinater er D beskrevet av 0 < r < 3
og 0 <6< .

La kurven C veere randen til D orientert mot klokken. Siden C' er randen til D orientert

med klokken far vi
jl{F- dr:—% F - dr,
c c

og siden C er orientert mot klokken folger det fra Greens teorem at

jiF-dr:—féF-dr
:_//D (ai(—xyz) _ 881/(9523/)) dA
Z//D(y“rfﬂ?)dfl
:/Oﬂ</03r2-rdr>d0

81
=—T.

4

Evaluer linjeintegralet
7{ (m sin(y?) — y2> dx + (aczy cos(y?) + 337) dy
c

hvor kurven C' gar mot klokken langs trapeset T' med hjgrner (0, —-2), (1,-1), (1,1),
og (0,2).

Lgsning: Siden C' er en stykkevis glatt lukket kurve, og integranden er deriverbar kan vi

bruke Greens teorem,
F: F:
f{ Frdz + Fody = // <82 - 81) dady
oD p\ 90z  dy

7€ (ac sin(y?) — y2> dr + <x2y cos(y?) + 3x) dy

= /T [Q:Uy cos(y?) + 3 — <2:Uy cos(y?) — Zy)] dA

://T(3+2y)dA
:3//TdA+2//TydA

: : . _ o (244)x1 _
Det forste integralet er bare tre ganger arealet til T' og er gitt ved 3Area(T) = 3°-=5~— = 9.

I vart tilfelle far vi

5. april 2024 Side 2 av 6



Lgsningsforslag gving 12

Vi gnsker na & integrere over T', som er skissert i Figur 1. Vi kan merke oss at T er gitt
ved 0 <z <1log—-2+4+x<y<2—z Dermed far vi

1 p2-a 1
2//ydA:2// ydydx:/(2—x)2—(x—2)2d3320.
T 0 Jz-2 0

Om vi gnsker & regne ut det forste integralet, ser vi at

1 2—x 1 6
3//dA—3// dydx—B/ 22 —x)dx=12— - =9.
T 0 Ju—2 0 2

Vi far dermed at linjeintegralet er gitt ved

ji (a:sin(yQ) - y2> dr + (q:QyCOS(yz) + 33:) dy = 3//T dA + 2//Ty dA = 9.

Figur 1: Trapeset med hjgrner (0,—-2), (1,-1), (1,1), og (0,2).

La C veere en enkel lukket kurve i planet som er orientert mot klokken og som
omringer origo. Videre, la F veere vektorfeltet gitt ved

1

F(z,y) = 2212

(_yvx)v (:E,y) 75 (050)
Bruk Greens teorem til & vise
F . dr = 27.
C

OBS: F har et singuleert punkt i origo, s& vi kan ikke umiddelbart bruke Greens
teorem.

Igsning: La D veere omradet avgrenset av kurven C'. Vi gnsker & bruke Greens teorem til
a heller integrere over D, D inneholder origo, et punkt der F ikke er definert. Dermed er
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ikke kravene til Greens teorem oppfylt. Vi kan lgse dette ved & fjerne origo fra D. Lae > 0
og definer omradet D, ved & fjerne en e-disk om origo fra D, det vil si

D. = D\B(0,¢).

Vi kan na merke at kravene til Greens teorem er oppfylt pa D., og at randen til D, er gitt
av kurven C, orientert mot klokken, og sirkelen C, med radius e orientert med klokken.

Greens teorem gir
j{F dr_j{ F. dr —// <8F2—aFl>dA.
Ce

La oss finne de partiellderiverte. For Iy = —y/(z? + 3?) far vi fra brgkregelen

oF 0 (_ _ 4y
dy oy \ 22+y?) (224 y?)?

og tilsvarende for Fy = x/(2? + y?),

OF_ 0 ( = \_ iy
or  Or \22+y2) (22 +y2)?

Vi ser dermed at 0y F; = 0, F», og dermed gir Greens teorem

fF dr—%Fdr—// <6F2—8F1)dA:O, = fF-dr:f F - dr.
Ce Ox c Ce

Sirkelen C; kan parametriseres ved = = €cos(#) og y = esin(f) for § € [0,27]. Dette gir
dx = —esin(0)df og dy = £ cos(0)df. Vi far dermed at linjeintegralet er gitt ved

2 2 .2 2 o2 2
T Y g“ cos*(0 €% sin”(0
%F'dr:f 5 5dy — — de:/ 2()+ ()dG—/ df = 2.
c c. Tty <ty 0 € e? 0

Anta at V' C R? er et lukket, begrenset omrade med stykkevis glatt rand, og at n er
enhetsnormalen som peker ut av V. La ogsa F veere et C2-vektorfelt.

Vis at
// curl(F) dS = 0.
ov
Lgsning: Alle kravene for & bruke divergensteoremet er oppfylte, sa vi har at

/ /8 curl(F) ds = i /V div(curl(F)) drdydz.

Men vi vet fra forelesning at div(curl(F)) = 0, s& vi far

/ /(-W curl(F) dS = / / /V div(cwl(F)) dedydz = / / /V 0 dzdydz = 0.
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@ La S C R? vaere sfaeren 22 4 32 + 22 = 1, og la F(z,y,2) = (z,y, %) 1+ 1). Regn

ut
//FdS,
S

der n er enhetsnormalvektoren til S som peker utover.

Lasning: Kravene for a bruke divergensteoremet er oppfylte, sa vi har at

//SF s = ///B div(F) dzdydz,

der B er kula 2% +y? 4+ 22 < 1. Vi har at

OF, 0F, OF
div(F)(z,y, 2) = 83:1 + a; + 823 —14+1+0=2

1
//Fdsz///2dmdydz:2.vol(3):2-”:8”.
s B 3 3

Trippelintegralet gar det ogsa an a regne ut ved a bytte til kulekoordinater. Svaret vil bli
det samme.

Dermed er

Anta at V C R? veere et lukket, begrenset omrade med stykkevis glatt rand, og at n
er enhetsnormalen som peker ut av V. Vi lar ogsa F(x,y,2) = (2,9, 2).

a) Vis at volumet til V' er gitt ved

vol(V) = ;//WF ds.

b) Bruk a) til & regne ut volumet av en kjegle der grunnsirkelen har sentrum i origo
og radius r, og der spissen er i punktet (0,0, h).

Lgsning: a): Kravene for & bruke divergensteoremet er oppfylte, og vi har

oFy 8F2 8F3

iv(F = =14+14+1=3.
div(F)(z,y, 2) O + By + 92 +1+ 3
Dermed er . . .
// FdS:///div(F)d:Edydz:///Sdﬂsdydz
3. Jov 3JJ) v 3JJ) v
= // dxdydz = vol(V').
v
b):

La V veere kjeglen med grunnflate 22 + y? < r2, 2z = 0, og spiss i (0,0, h). Randen til V'
2 Y 2,2 2, _ : _ h

bestar av to deler: Disken z°+y* < 7%, z = 0, som vi kaller Sy og flaten z = h— /22 4 2,

som vi kaller So. Tegn gjerne en skisse for a forsikre deg om at dette stemmer. Fra a) har

vi dermed at
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1 1 1
vol(V)=: [[ Fas=_ [ Fas+- [[ Fas,
3 JJov 3J/)s 3JJs,

der F(z,y,2) = (x,y,2). Vi regner hvert flateintegral for seg selv, og vi starter med ;.
Merk fgrst at dersom normalvektoren skal peke ut av V', méa den peke nedover pa Sy. Vi
kan parametrisere S, ved

! (’LL, U) = (u’ v, 0)’

der u? +v? < r2. Vi kunne strengt tatt ogsa parametrisert ved polarkoordinater, men som
vi skal se er v; faktisk nok for & lgse oppgaven. Normalvektoren er apenbart (0,0, —1), noe
vi ogsa kan sjekke ved partiellderivasjon. Vi far at

F(’Yl(uv U)) ‘= (U,U,O) ’ (0707 _1> =0,

1// FdS:1// 0dS =0.
3J)Js 3JJs,

Sy er grafen til funksjonen g(z,y) = h — %\/JUQ + 92, s& vi kan bruke vanlig grafparamet-
risering:
h
ya(u,v) = (u,v,h — —Vu? + v2> ,
r
med u? + v? < r2. Vi har ogsa at

noo (209 99 N _(h__uw h v
Tl ) T Ve r Vgt

Merk at normalvektoren peker oppover, slik den skal. Vi far at

F(yg(u,v))-ngz(u,v,h—?W)-(h u ho v 1)

;\/u2—|—v2’;\/u2—|—v2’

og dermed er

h u? h v? h h u?+ 02 h
=- += Fh— Vb= et h— a2 o2
r,/u2_|_v2 r,/u2_|_v2 r r,/u2+v2 r

:gqu—i—v?—Fh—%\/uQ—i—vQ:h.

Dermed er

1 1 h
= // F ds = // h dS = - Areal(B(0,7)) =
3 52 3 u2+U2§T’2 3

Alt i alt har vi derfor

w| =
no
3
>
3

St =

whr? whr?
(V)=0+ =
vol(V) 3 5

som stemmer overens med den kjente formelen.

5. april 2024 Side 6 av 6



