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Nøkkelbegrep:

▶ Tolkning av trippelintegral som hypervolum under hyperflate

▶ Trippelintegraler er itererte integraler (Fubini-Tonelli)

▶ Uegentlige trippelintegraler

▶ Middelverdisetningen for trippelintegraler

▶ Variablebytte for trippelintegraler

▶ Sylinderkoordinater

▶ Sfæriske koordinater

▶ Integrasjon in høyere dimensjoner



Introduksjon

Eksempel

Finn arealet til omr̊adet gitt ved

{(x , y) ∈ R2 : x2 + y2 ≤ 1}



Trippelintegraler (kap 15.5)

∫∫∫
D
f (x , y , z)dV

= hypervolumet mellom D og hyperflata ξ = f (x , y , z)

= lim
n→∞

n∑
i=1

f (xi , yi , zi )∆Vi .

Fysisk tolkning: ∫∫∫
D
ρ(x , y , z)dV = masse.



Trippelintegraler (kap 15.5)

∫∫∫
D
f (x , y , z)dV

Merk

▶ Kontinuerlige funksjoner er integrerbare.

▶ Trippelintegralet av kontinuerlige funksjoner kan evalueres
som et iterert trippelintegral.

▶ Uegentlige integral og middelverdisetningen har analoge
versjoner for trippelintegral.

▶ Variableskifte holder for trippelintegraler.



Trippelintegraler (kap 15.5)

Eksempel

La

I =

∫ 1

0

∫ 1

y

∫ z

0
f (x , y , z)dxdzdy .

Uttrykk I som et iterert integral hvor integrasjonsrekkefølgen er

dydzdx .



Vanlige variabelbytter for trippelintegraler (kap 15.6)

Kartesiske koordinater:

(x , y , z) = T(x , y , z) =
(
T1(x , y , z),T2(x , y , z),T3(x , y , z)

)
= (x , y , z).

Synlinerkoordinater:

(x , y , z) = T(r , θ, z) =
(
T1(r , θ, z),T2(r , θ, z),T3(r , θ, z)

)
=

(
r cos(θ), r sin(θ), z

)
.

Sfæriske koordinater:

(x , y , z) = T(R, ϕ, θ) =
(
T1(R, ϕ, θ),T2(R, ϕ, θ),T3(R, ϕ, θ)

)
=

(
R cos(θ) sin(ϕ),R sin(θ) sin(ϕ),R cos(ϕ)

)
.



Integrasjon i høyere dimensjoner

Teorien er helt analog og man skriver generelt, for
f : D ⊆ Rn → R,∫ ∫

· · ·
∫
D
f (x1, x2, . . . , xn)dx1dx2 · · · dxn

=

∫
D
f (x)dx .


