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1 Vi har at
f(x, y, z) = (x2 − y2)ez = x2ez − y2ez

består av kjente partiellderiverbare funksjoner, og dermed er

∇f(x, y, z) =
(
∂xf(x, y, z), ∂yf(x, y, z), ∂zf(x, y, z)

)
= (2xez,−2yez, (x2 − y2)ez).

Siden de partiellderiverte til f også er kontinuerlige (f ∈ C1), vil f være deriverbar, og f vil da
vokse raskest i ∇f sin retning. I punktet (1,−1, 3) har vi

∇f(1,−1, 3) = (2e3, 2e3, 0) og |∇f(1,−1, 3)| = 2
√
2e3.

Retningen er da gitt ved enhetsvektoren 1√
2
(1, 1, 0).

2 Vi legger merke til at

f(x, y) =
x2 + y2 − x3y3

x2 + y2
= 1− x3y3

x2 + y2
.

Ved å bytte til polarkoordinater x = r cos(θ), y = r sin(θ), får vi

lim
r→0+

f(r, θ) = lim
r→0+

(
1− r6 cos3(θ) sin3(θ)

r2

)
= 1− lim

r→0+
r4 cos3(θ) sin3(θ).

Siden | cos(θ)| ⩽ 1 og | sin(θ)| ⩽ 1, vil skvisesetningen gi at

lim
r→0+

r4 cos3(θ) sin3(θ) = 0.

Dermed er

lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y) = lim
(x,y)→(0,0)

x2 + y2 − x3y3

x2 + y2
= 1.

3 Vi deriverer den vektorvaluerte funksjonen komponentvis

r′(t) = (
√
2, et,−e−t).

Lengda til denne vektoren er dermed gitt ved

|r′(t)| =
√
2 + (et)2 + (−e−t)2 =

√
2 + e2t + e−2t =

√(
e−t + et

)2
= e−t + et.

Buelengda blir da

L =

∫ 1

0

(
e−t + et

)
dt = e1 − e−1.

Siden |r′(t)| = e−t + et ̸= 0, vil parametriseringa alltid ha en veldefinert tagentvektor og r er
dermed ei glatt parametrisering av C.

4 Vi har at
f(x, y, z) = sin(y)ex

2

består av kjente partiellderiverbare funksjoner, og dermed er

∇f(x, y) = (2x sin(y)ex
2

, cos(y)ex
2

).
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De kritiske punktene er gitt ved ∇f(x, y) = (0, 0), dvs.

2x sin(y)ex
2

= 0 (1)

cos(y)ex
2

= 0 (2)

Ligning (1) medfører at x = 0 eller sin(y) = 0. x = 0 innsatt i ligning (2) gir cos(y) = 0 eller
y = π

2 + πn der n ∈ Z. Hvis x ̸= 0 i ligning (1), må sin(y) = 0 som gir y = π + πn der n ∈ Z,
men dette oppfyller ikke ligning (2). De kritiske punktene er dermed gitt ved (0, π

2 + πn) der
n ∈ Z. For å klassifisere disse punktene bruker vi andrederiverttesten (f ∈ C2) med

D = ∂2
xf(x, y)∂

2
yf(x, y)− (∂2

xyf(x, y))
2,

hvor

∂2
xf(x, y) =

(
4x2 + 2

)
sin(y)ex

2

, ∂2
yf(x, y) = − sin(y)ex

2

, ∂2
xyf(x, y) = 2x cos(y)ex

2

.

I punktene (0, π
2 + πn) er D = −2 sin2(π2 + πn) = −2 < 0 som gir sadelpunkter.

5 Vi identifiserer
z =

√
3− x2 − y2 =⇒ x2 + y2 + z2 = (

√
3)2

som den øvre halvkula med radius
√
3 og sentrum (0, 0, 0), og

z =
√
2
(
x2 + y2

)
som en oppadpekende parabolide med globalt bunnpunkt i (0, 0, 0).

Volumet til området D er gitt ved
∫∫∫

D
dV . For å finne integrasjonsområdet i xy-planet, må

vi finne den største utbredelsen til figuren vår, altså skjæringskurven mellom de to flatene gitt
ovenfor:

√
2
(
x2 + y2

)
= z =

√
3− x2 − y2 ⇐⇒ 2

(
x2 + y2

)2
+
(
x2 + y2

)
− 3 = 0.

Ved å la U = x2 + y2 > 0, kan vi løse andregradsligningen 2U2 +U − 3 = 0 for å få U = 1, eller
x2 + y2 = 1. Volumet blir da∫∫∫

D

dV =

∫∫
x2+y2⩽1

∫ √
3−x2−y2

√
2(x2+y2)

dz dA =

∫∫
x2+y2⩽1

(√
3−

(
x2 + y2

)
−
√
2
(
x2 + y2

))
dA

=

∫ 2π

0

∫ 1

0

(√
3− r2 −

√
2r2

)
r dr dθ = π

[
− 2

3
(3− r2)

3
2

]1
0
− 2

√
2π

[1
4
r4
]1
0

=
2π

3

(
3

3
2 − 2

3
2

)
−

√
2π

2
,

hvor vi brukte variabelbyttet (x, y) = (r cos(θ), r sin(θ)).1

1Her brukte vi også
∫ 1
0 (· · · ) dr = limε→0+

∫ 1
ε (· · · ) dr siden determinanten til Jacobi-matrisa er r ̸= 0.
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6 Normalvektoren n til overflata S er gitt ved ∂ur× ∂vr. Vi har at

r(u, v) =
((

R+ cos(u)
)
cos(v),

(
R+ cos(u)

)
sin(v), sin(u)

)
sine komponenter består av kjente partiellderiverbare funksjoner, og dermed er

∂ur(u, v) = (− sin(u) cos(v),− sin(u) sin(v), cos(u)),

∂vr(u, v) =
(
−
(
R+ cos(u)

)
sin(v),

(
R+ cos(u)

)
cos(v), 0

)
og

n = ∂ur× ∂vr =

∣∣∣∣∣∣
i j k

− sin(u) cos(v) − sin(u) sin(v) cos(u)
−
(
R+ cos(u)

)
sin(v)

(
R+ cos(u)

)
cos(v) 0

∣∣∣∣∣∣
=

(
−
(
R+ cos(u)

)
cos(u) cos(v),−

(
R+ cos(u)

)
cos(u) sin(v),−

(
R+ cos(u)

)
sin(u)

)
= −

(
R+ cos(u)

)(
cos(u) cos(v), cos(u) sin(v), sin(u)

)
.2

Overflatearealet er gitt ved
∫∫

S dS, hvor

dS = |∂ur× ∂vr| du dv =

√(
R+ cos(u)

)2
du dv =

(
R+ cos(u)

)
du dv

siden R− 1 > 0. Vi får da∫∫
S
dS =

∫ 2π

0

∫ 2π

0

(
R+ cos(u)

)
du dv = 2π

([
Ru

]2π
0

+
[
sin(u)

]2π
0

)
= 4π2R.

7 Vi skal altså finne f slik at

y2 − 2xy = F1 = ∂xf, (3)

2xy − x2 = F2 = ∂yf, (4)

z3 = F3 = ∂zf. (5)

Den siste ligninga gir oss at

f(x, y, z) =
1

4
z4 + C1(x, y).

Fra ligning (3) får vi da

∂xC1(x, y) = y2 − 2xy ⇐⇒ C1(x, y) = y2x− x2y + C2(y),

dvs.,

f(x, y, z) =
1

4
z4 + y2x− x2y + C2(y).

Til slutt gir ligning (4) at

∂yC2(y) = ∂yf(x, y, z)− 2yx+ x2 = 0 ⇐⇒ C2(y) = C3.

Skalarfeltet f er dermed gitt ved (hvor C3 = 0 for enkelhets skyld)

f(x, y, z) =
1

4
z4 + y2x− x2y.

2Merk at normalvektoren som ble oppgitt i oppgaveteksten manglet to minustegn, men dette påvirker ikke resten av
utregningen.
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Siden F = ∇f , er F konservativt, og linjeintegralet
∫
C F ·dr er veiuavhengig. r beskriver en helix

som starter i r(0) = (0, 1, 0) og slutter i r(2π) = (0, 1, 2π). Vi velger derfor å heller å integrere
langs den rette linja parametrisert ved r̃(t) = (0, 1, t) der t ∈ [0, 2π]. Integralet blir da∫

C
F · dr =

∫ 2π

0

F · (0, 0, 1) dt =
∫ 2π

0

t3 dt =
[1
4
t4
]2π
0

= 4π4.

Alternativt: Siden F = ∇f , vil kjerneregelen gi∫
C
F · dr =

∫ 2π

0

∇f(r(t))
d

dt
r(t) dt =

∫ 2π

0

d

dt
f(r(t)) dt = f(r(2π))− f(r(0)) = 4π4.

8 Fra hintet og ∇ · F = 0, får vi

∇× (∇× F) = ∇(∇ · F)−∆F = −∆F.

Dette gjelder for både E og B. Vi får også at

∇× (∇×E) = ∇× (−∂tB) = −∇× ∂tB = −

∣∣∣∣∣∣
i j k
∂x ∂y ∂z

∂tB1 ∂tB2 ∂tB3

∣∣∣∣∣∣
= −

(
∂y∂tB3 − ∂z∂tB2,−∂x∂tB3 + ∂z∂tB1, ∂x∂tB2 − ∂y∂tB1

)
.

Siden B ∈ C2, gir Schwarz’ teorem for eksempel at ∂y∂tB3 = ∂t∂yB3, og tilsvarende for de andre
leddene slik at ∇× ∂tB = ∂t(∇×B) og

∇× (∇×E) = −∇× ∂tB = −∂t(∇×B) = −∂t∂tE = −∂2
tE.

Samme argumentasjon gir også ∇× (∇×B) = −∂2
tB. Ved å kombinere alt ovenfor får vi

−∂2
tE = ∇× (∇×E) = −∆E og − ∂2

tB = ∇× (∇×B) = −∆B,

altså det vi skulle vise.

9 Vi skal altså vise at Vol(BR(0)) = RnVol(B1(0)), dvs.,∫ ∫
· · ·

∫
BR(0)

dx1 dx2 · · · dxn = Rn

∫ ∫
· · ·

∫
B1(0)

dx1 dx2 · · · dxn.

Legg merke til at

BR(0) =
{
(x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn : x2

1 + x2
2 + · · ·+ x2

n ⩽ R2
}

=

{
(x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn :

(x1

R

)2

+
(x2

R

)2

+ · · ·+
(xn

R

)2

⩽ 1

}
Vi gjør derfor variabelbyttet

(x1, x2, . . . , xn) = T(y1, y2, . . . , yn) = (T1(y1, y2, . . . , yn), T2(y1, y2, . . . , yn), . . . , Tn(y1, y2, . . . , yn)

= (Ry1, Ry2, . . . Ryn)

slik at T : B1(0) → BR(0). Siden B1(0) er lukket og begrenset og T ∈ C1(B1(0);BR(0)), trenger
vi bare determinanten til Jacobi-matrisa til T for å skrive ned variabelbyttet:

|DT| =

∣∣∣∣∣∣∣
∇T1

...
∇Tn

∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣
∂y1T1 · · · ∂ynT1

...
. . .

...
∂y1Tn · · · ∂ynTn

∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

R 0 0 · · · 0
0 R 0 · · · 0

0 0
. . . 0 0

...
...

. . . R 0
0 0 · · · 0 R

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= Rn.
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Tilsammen blir dette∫ ∫
· · ·

∫
BR(0)

dx1 dx2 · · · dxn =

∫ ∫
· · ·

∫
B1(0)

||DT|| dy1 dy2 · · · dyn

=

∫ ∫
· · ·

∫
B1(0)

|Rn| dy1 dy2 · · · dyn = Rn

∫ ∫
· · ·

∫
B1(0)

dy1 dy2 · · · dyn.

10 Siden F(x) = (F1(x), F2(x), . . . Fm(x)) der Fi : U ⊆ Rm → R for alle i ∈ {1, 2, . . . ,m} er
deriverbare i et område som inneholder linjestykket mellom a, b ∈ Rm, sier middelverdisetninga
at det finnes en ci på det aktuelle linjestykket slik at

Fi(b)− Fi(a) = ∇Fi(ci) · (b− a) for alle i ∈ {1, 2, . . . ,m}.

Ved hjelp av Cauchy-Schwarz ulikhet, får vi(
Fi(b)− Fi(a)

)2
= |Fi(b)− Fi(a)|2 = |∇Fi(ci) · (b− a)||∇Fi(ci) · (b− a)| ⩽ |∇Fi(ci)|2|b− a|2.

Dette gir

|F (b)− F (a)| =
√(

F1(b)− F1(a)
)2

+
(
F2(b)− F2(a)

)2
+ · · ·+

(
Fm(b)− Fm(a)

)2
⩽

√
|∇F1(c1)|2|b− a|2 + |∇F2(c2)|2|b− a|2 + · · ·+ |∇Fm(cm)|2|b− a|2

= |b− a|
√
|∇F1(c1)|2 + |∇F2(c2)|2 + · · ·+ |∇Fm(cm)|2.
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