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a) Finn arealet til trekanten med hjgrner i A = (1,1,0), B = (1,0,1) og C = (0,1, 1).

b) Finn ligningen til planet II som er parallelt til planet som er beskrevet av ligningen
S5x — 2y + z = 15 og som gar gjennom punktet (1,2, 3).

Lgsning.

a) Merk at
|AB| = |AC| = |BC| = V2.

Det vil si at trekanten er en likesidet trekant med sidelengde [ = v/2. Arealet er dermed

gitt ved
— @ﬂ — ﬁ

A 4 2

b) Planet II er parallelt med planet gitt av ligningen 5z — 2y + z = 15 dersom det er pa
formen
5r — 2y + 2z =K,

for en konstant K. Setter inn (z,y,2) = (1,2, 3) og far
K=bxr—-2y+z=5—-4+4+3=4.
Ligningen til planet II er gitt ved

or — 2y + 2z =4.

Regn ut determinanten.

2 0 2
-1 3 0
-3 41

Lasning. Bruker formelen for determinanten og far

10

0
=2 1 3 1

3
4

|

[y
=~ w O
_ O N

_0| :

23. januar 2023 Side 1 av 7




@ving 2: Lesning

En kurve er parametrisert ved
r(t) = (t,t3), teR.

Finn enhentstangentvektoren og enhetsnormalvektoren til kurven ved ¢ = 0.

Lasning. Tangentvektoren T i punktet ¢ er gitt ved,

= (1,2t).

Det vil si at enhentstangentvektoren ’i‘(t) er gitt ved

. 1 2t
T#) = (\/1 + 4127 V1 +4t2) '

Innsatt i punktet t = 0 gir

T(0) = (1,0)
Enhetsnormalvektoren er gitt ved
dr
—
dT
E

Fra kvotientregelen far vi,

dT(t) ( —8t 2\/1+4t2—16t2>
( :

1+462)3 (1+4£2)2

og innsatt for ¢ = 0 gir dermed

dT(0)
dt

:(0,2) — | |:2.

Dermed er enhetsnormalvektoren til kurven r(t) = (¢,t?) gitt ved

N(0) = (0,1).

En partikkel beveger seg langs en kurve gitt ved y = 2% og z = 2> med konstant

vertikal hastighet
dz 5

=
Finn hastigheten og akselerasjonen til partikkelen i punktet (1,1, 1).

Lgsning. Vi begynner med & finne hastighetsvektoren

_dr (dm dy dz)

Vo \acae at
Videre vet vi at p p p

_ar _ 4 3 _ o 20T

S=w T at T
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ettersom partikelen har konstant vertikal hastighet. Dette gir

dx 1 dﬁ_de 2

dt - x?’ At ma_:c'

Hastigheten til partikkelen i punktet (1,1,1) er dermed gitt ved

V|(x7y7z):(l,1,l) = (17 27 3)

Vi kan gjgre en lignende utregning for akselerasjonen. Per definisjon er akselerasjonenvek-
toren gitt ved

a—d—v ﬂ_ >z d*y d*z
Codt dtr '

dt2’ a2’ d?
Siden partikkelen har konstant vertikal hastighet har vi
d?z  d? d [ ydx dr\? d*x
0= = ——a°=3— 2):6 () 32—
a —aet T u (x dt \a) T e
Dersom vi bruker det vi fant om hastighetsvektoren, far vi
Pz 2 <dm>2 2

a2~z \dt x5

Tilsvarende far vi

d? dx\ 2 d? 2 4 2
y:z(j) 202

dr? a2~ 2ttt

Dette gir akselerasjonenvektoren
a|(,1;7y,z):(17171) = (—2, _2, O),

i punktet (1,1,1).

Finn en parametrisering for skjeeringskurven mellom de to overflatene gitt ved
2?2 +1y2=9, og z=xz+y.

(Merk: Det finnes flere mulige parametriseringer av kurven.)

Lgsning. En mulig parametrisering er gitt ved
r(t) = (3 cos(2nt), 3sin(27t), 3 cos(27t) + 3sin(2nt)), ¢ € [0,1].

En skisse av overflatene og skjeeringskurven er gitt i Figure 1.
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@ving 2: Lgsning

Figur 1: Figuren viser sylinderen gitt ved z? + y? = 9 i mgrkeblatt, planet gitt z = x 4+ y i
turkis og skjeeringskurven i rgdt.

@ Vis at krumningen til enhver sirkel i planet er konstant.

Lgsning. Krumningen & er gitt ved

_|aT

k(s) = =

)

hvor T er enhetstangenten, og s er buelengdeparameteren. Vi kan gi en buelengdeparamet-
risering av en sirkel med radius p pa formen.

r(s) = (pcos (/—S)),psin <%>) , s€]l0,2mp].

Merk at det folger fra oppgave | Ekstra 1|at dette er en buelengdeparametrisering ettersom

() (e () =

Enhetstangentvektoren er dermed gitt ved

0= (-0 (3) ()

Dermed far vi at krumningen til en sirkel med radius p er gitt ved
(e () () =3
= ——cos | — +|(——sin| — = —.
p p p P p

a) La r(t) C R? vaere en glatt kurve. Vis at dersom |r| er konstant, sa star hastig-
hetsvektoren v vinkelrett pa r.

dr(s)
ds

dT(s)
ds

K(s) = ‘
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b) Finn enhetstangentvektoren, enhetsnormalvektoren, og krumningen til kurven paramet-
risert ved
r(t) = e'(cos(t),sin(t), 1),

som funksjoner av ¢.
Lgsning.

a) Dersom |r| er konstant, s& vil ogsd |r|? veere konstant. Dermed far vi

d

02&

r?=—r-r=2r-v,
som viser at v L r.
b)

Vi starter med & finne tangentvektoren,

_ dr(t)

T(t) 7

= e'(cos(t) — sin(t), sin(t) + cos(t), 1).

Ved & normalisere tangentvektoren far vi enhetstangentvektoren gitt ved

() = ;8’ _ \}g(cos(t) _ sin(t), sin(t) + cos(t), 1).

Vi gnsker & ha enhentstangentvektoren parametrisert med hensyn pa buelengdeparameteren

s = s(t) gitt ved t
s(t) = /

dT _dTds _dT |dr
dt  ds dt ds |dt

hvor vi brukte analysens fundamentalteorem. Videre far vi ved a derivere enhentstangent-
vektoren

dr(T)
—\d
dr T

Kjerneregelen gir

I

T _ i(— sin(t) — cos(t), cos(t) — sin(t),0), %

a3

Dermed far vi at krumningen er gitt ved

2

3

dT 1 |dT 1 \F o
K(t)=|—| =577 = | = - =—e
ds IT(t)| | dt | ety/3V3 3
og enhetsnormalvektoren er gitt ved
. 1 dT 1 dT 1

N(t) = o) ds = O] dt = ﬁ(—sin(t) — cos(t), cos(t) — sin(t),0).

Ekstra 1| La r = r(t) vaere en glatt (parametrisert) kurve i R3 for ¢ € [a,b]. Vis at r er
parametrisert av buelengden hvis og bare hvis a = 0 og |r/(¢)| = 1.

23. januar 2023 Side 5 av 7



@ving 2: Lesning

Lgsning. Vi vet at dersom r er parametrisert av buelengden sa er |r'(s)] =1 og s € [0, b].
Altsa, dersom s = t sa har vi ds = v(t)dt = v(s)ds. Dette gir v(s) = |r'(s)| = 1.

P& motsatt side, dersom |r'(t)] = 1, og a = 0 sa er buelengden gitt ved

t t t
s(t):/ds:/ dT:/dT:t,
0 0 0

som gir s = t, og r er parametrisert av buelengden.

dr(7)
dr

Ekstra 2| Skisser kurven C som er parametrisert ved

x = acos(t)sin(t), y=asin(t), z=bt.

Finn buelengden til C mellom t =0 ogt =T > 0.

Lgsning. Vi kan skrive om parametriseringen til kurven ved

x = acos(t)sin(t) = § sin(2t)
y = asin®(t) = (1 — cos(2t))
z = bt,

som beskriver en helix som ligger pa sylinderen gitt ved

2+< CL>2 CL2
x —=] =—.
Y73 1

Kurven er skissert i Figur 2.
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— Kurven ¢

OHNL‘U-‘}U'I@\JOO
N

Figur 2: Skisse av kurven C parametrisert ved = = acos(t)sin(t),y = asin?(t), z = bt for

a=2o0gb=2/mogtel0,4n].

Vi finner buelengden som en funksjon av T,
T [rdz\? [dy\? [dz\?
T) = — — —-
T) /0 \/(dt) * (dt) * (dt) dt
T
:/ \/a2 cos?(2t) + a? sin?(2t) + b2dt
0

T
:/ Va2 + b2dt =TV a? + b2.
0
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