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Finn arealen av omradet avgrenset av ellipsen

(6=

ved bruk av linjeintegral.

Lgsning.

La D vare det lukkede omradet avgrenset av ellipsen E. Dersom P og Q er C' funksjoner
i et omegn om D, sa fglger det fra Greens teorem at

épdeery://D (Zf—?;)ﬂ

Om vi velger P =0 og @ = x far vi

Area(D) = //D dA = %Ewdy.
) () -

kan vi parametrisere E ved x = |a|cos(f) og y = |b| sin(d), hvor 6 € [0, 2x]. Vi merker oss
at

Siden F er ellipsen gitt ved

Y Jblcos0),

som igjen gir
2w 2w 2 1
Area(D) :]{ 2 dy :/ |ab| cos(8)df — ab/ Cos(nge — |abl,
E 0 0

hvor vi brukte cos(26) = 2 cos?() — 1.

La C' veere en enkel lukket kurve i planet som er orientert mot klokken og som
omringer origo. Videre, la F' vaere vektorfeltet gitt ved

1
F(x,y) = m (—y,2), (z,y)# (0,0).
Bruk Greens teorem til & vise
7{ F . dr = 27.
C

Hint: Hvorfor kan vi ikke anvende Greens teorem direkte?
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@ving 13: Lgsning

Lgsning. La D veaere omradet avgrenset av kurven C. Vi gnsker & bruke Greens teorem til
heller integrere over D, men origo er inneholdt i D mens F er ikke definert i origo. Dermed
er ikke F en C! funksjon pa tillukningen av D, og dermed er heller ikke kravene til Greens
teorem oppfylt. Vi kan lgse dette ved & fjerne origo fra D. La € > 0 og definer omradet D,
ved & fjerne en e-ball om origo fra D, det vil si

D. = D\B(0,¢).

Vi kan né merke at kravene til Greens teorem er oppfylt pa D., og at randen til D. er gitt
av kurven C, orientert mot klokken, og sirkelen C. med radius € orientert med klokken.

%F dr — Fdr—// (8FZ—8Fl>dA.
C. .\ Oz

Greens teorem gir

La oss finne de partiellderiverte. For I} = —y/(z? + 3?) far vi fra kvotientregelen
8F1_8( y >_—w2+y2
dy Oy \ at+y?) (2 +y?)Y

og tilsvarende for Fy = z /(2% + y?),

L N
oxr  Ox \22+y?) (224 y2)%

Vi ser dermed at 0y Fy = 0,F3, og dermed gir Greens teorem

%F dr — Fdr—// <6FQ—8F1)dA:O, = %F-dr: F -dr.
Ce e C Ce

Sirkelen C; kan parametriseres ved z = ¢ cos(#) og y = esin(d) for 6 € [0, 27]. Dette gir
dx = —esin(0)df og dy = € cos(f)df. Vi far dermed at linjeintegralet er gitt ved

2m 2 29 2 29 27
Froar— ¢ Ty Y- eos’ (), sO) gy~ [T dp = o
C C. T

T2 T 2™ T €2 g2 0

La U C R3? veere en open delmengde som inneholder et legeme M C R? med rand
OM som er en glatt og positive orientert overflate. La v veere den utoverpekende
enhetnormalvektoren langs overflate M. Anta at u og v er glatte reelle funksjoner
definert U. Vis de sakalte Greens formlene,

/// Audv = //({)Mfds
/// Vu-VodV = //(jM % s - /// A dV
JJ] o —vswyav =[] <ugz_ ZZ) s
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@ving 13: Lgsning

hvor A =V -V = 97 4 02 4 02 er laplaceoperatoren og den normalderiverte av u er

gitt ved

ou
VU'V—E.

Hint: Bruk divergensteoremet for et passende vektorfelt X.

Lgsning. Vi starter ved a vise (i). Dersom X er et glatt vektorfelt pa U s gir divergens-

teoremet
/ / / V- XdV = / X -vdS.
oM

La X = Vu. Da er X et glatt vektorfelt ettersom u er en glatt funksjon pa U. Videre
har vi V- X = V - Vu = Au. Siden v er en enhetsvektor har vi at Vu - v = d,u er den
retningsderivert av 4 med hensyn pa retningen v. Dermed gir divergensteoremet

/// AudV:///V-XdV:/ X-udS:/ Vu-de:// ou s
M M oM oM oM 0

som er den fgrste formelen.

La oss na se pa (ii). La X = vVu slik at V- X = V- (vVu) = Vv - Vu + vAu fra
produktregelen. Divergensteoremet gir da

/// Vv-Vu—l—vAudV:/// V-XdV:// X-udS:// vVu-vdS
M M oM oM

Skriver vi om likningen, far vi

/// Vo VudV = //BM 0 s /// Audl

Formel (iii) folger direkte fra (ii) ettersom

/// (ulv — vAu) dV = //W(ugz— ay> ds - /// (Vu- Vo — Vo Vu)dV
= [ (i3 —o5) 45

La F: (z,y,2) — (2y?%,v, 2). Bruk divergensteoremet til & beregne
/ F . NdS,
T

hvor T er delen av sfeeren 22 + y? 4 22 = 4 med y > 0 og N er den utoverpekende
enhetsnormalvektoren pa sfaeren.

17. april 2023 Side 3 av 7



@ving 13: Lgsning

Lgsning.

Merk at T er deler av randen til den halvdelen av kulen med radius 2 som er gitt ved y > 0.

La oss kallen denne halve kulen for B. Fra divergensteoremet har vi

//F-NdS+// F-NdS:///V-FdV,
T Bn{y=0} B

hvor divergensen er gitt ved
V-F=y?+2.

og den utoverpekende normalvektoren pa BN {y = 0} er gitt ved N = (0, —1,

at

/[ wNas=—[[  yas-o
Bn{y=0} Bn{y=0}

ettersom F = (zy?%,y,2) = (0,0, 2) pd BN {y = 0}. Dette gir dermed

//TF-NdS:///BV-FdV.

0). Vi ser da

Vi ma dermed beregne volumintegralet over B. Ettersom B er den halvdelen av en sfeere
med radius to, gitt ved y > 0, er det gnskelig & bruke kulekoordinater til & regne ut

integralet. I kulekoordinater er B gitt ved

x = pcos(f)sin(p),y = psin(f) sin(p), z = pcos(p),

hvor 0 € [0, 7], ¢ € [0, 7], p € [0,2]. Kravet 6 € [0, 7] er for & begrense y > 0. Vi far da

///BV.FdV:/Q/W/”(pQSmQ (6) sin® () + 2)p? sin () dodipdp

/ / ptsin?(6) sin® () + 2p? sin(cp)) dfdpdp

-
/ [ (50 smi“m5 +2msin() ) dedp
/02 ( pt+4p 7r> dp

22 4 2
:/ —mp- +4p°mdp
0 3
26 25 224

=—T+ -7 =—C—T,

15 3 15

hvor vi brukte
| sinte)do =2,
0
W ] — 2
/ sin®(ip)dp = / Locos®0) g, -

f
0 0 2 2

/OTr sin®(¢)dy = /01 sin(g)(1 — cos?(p))dy = /1 (1 —u?)du

-1

Y

Her brukte vi den trigonometriske identiteten 2sin?(p) = 1 —cos(2¢) i det andre integralet,

og variabelskifte u = cos(y), du = —sin(0)df i det siste integralet.
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Bruk Stokes’ teorem til & vise

/ ydr + zdy + xdz = V/3md?,
C

hvor C' er den negativt orienterte skjeeringskurven mellom overflatene 22 +v%+2% = a?

ogr+y+z=0.

Lgsning. Vi starter med & finne skjeeringskurven mellom kulen 22 + 42 + 22 = a? og planet
x + 1y + z = 0. Siden planet z + y + z = 0 gar gjennom origo mé skjeeringskurven veaere
en storsirkel pa kulen med radius a. Det vil si at C' er en sirkel med radius a i planet

z+y+ 2z =0, se for eksempel Figur 1, som er en enkel og lukket kurve i R3. La D veere

disken i planet = 4+ y + z = 0 som er avgrenset av C. Vi vet da at Area(D) = ma®.

Vi merker oss at linjeintegralet er gitt ved

/ydm—i—zdy%—xdz:%F-dr,
c c

hvor F = (y, z,x) som er et glatt vektorfelt i R3. Stokes’ teorem gir dermed

fCF.dr://D(vXF)-NdS,

hvor N er en enhetsnormalvektor pa D med orientering med hensyn pa orienteringen til C.
Siden D ligger i planet « + y + z = 0 holder det a finne en normalvektor til planet. Siden
origo ligger i planet vet vi at enhetsnormalvektorene er gitt ved

1
N=+—(1,1,1),
el

ettersom ligningen for planet er N - (x — 0,y — 0,2z — 0) = i\/§_1($ +y+2z) =0. Fra
orienteringen til C' ma vi velge

Vi finner na curlen til F. Fra definisjonen pa curl har vi

i j k
VxF=|08, 9, 0. |=(-1,-1,-1).
Yy oz

Dette gir da (V x F) - N = 3/1/3 = v/3 og dermed blir linjeintegralet

/Cydx—i-zdy—l—xdz://D(VXF)-NdS:\/g//D dS:\/gArea(D):\/gmLQ.
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Figur 1: Figuren viser en skjeeringen mellom kulen gitt ved 22 + 32 + 22 = 3% i blatt og
planet x + y + z = 0 gitt i turkis. Vi ser at skjeeringskurven er en storsirkel pa kulen.

Alternativt for a finne arealet til D. En annen mate & finne arealet til D er a sette
inn for z, noe som gir

3 1 3
o =20 +y +ay) = Sz +y)?+ 5@ —y)? = Ju' + 0%

hvor u = x4+ y og v = y — x. Vi ser dermed at omradet vi integrerer over er gitt av en
ellipse i uv-planet med halvakser /2/3 og v/2. La oss kalle ellipsen for E. Skriver vi om
variablene har vi z = (u —v)/2 og y = (u + v)/2. Videre, er overflateelementet for grafen
til z = f(z,y) = —x — y gitt ved

dS = \/1+ f2 + fidxdy = v/3det (2“ z:> dudv = ?dudv.

u

Dermed far vi at arealet til D er gitt ved

Area(D) = //D ds = \/75 //E dudv = \/7571'&2%\/5 = ma?,

hvor vi brukte hva vi fant i oppgave 1 om arealet til en ellipse gitt halvaksene.

@ La L veere skjeeringskurven mellom overflatene gitt ved (z — 1)? + 4y% = 16 og
2x + y + z = 3 orientert mot klokken sett ovenfra pa z-aksen.

La F veere vektorfeltet gitt ved

F = (22 4+ 9% +sina?d)i+ (2zy + 2)j + (v2 + 2y2)k.

/F-dr.
L

Beregn
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Lgsning. Vi starter med & finne skjeeringskurven L. Siden vi ser pa skjeeringenkurven
mellom et plan og et sylinder kan vi merke oss at skjeeringenskurven ma veere en ellipse.
Det vil si at kurven er bade enkel og lukket. Vi gnsker dermed & bruke Stokes’ teorem for
a lgse oppgaven. Vi lar derfor § vaere omradet avgrenset av L.

Curlen til vektorfeltet F' er gitt ved

i j k
VxF= Oz Oy 0, =(2z2-1,2,0),
224+ y? +sinz? 2zy+ 2z xz+ 2z

og fra ligningen til planet kan vi se at den oppoverpekende enhetsnormalvektoren N er

gitt ved
No 311) _(2 1 1)
V2242 \WV6' V6T VG
Dermed far vi (V x F) - N = (42 — 2 + 2)/v/6 = (52 — 2)/1/6, og Stokes’ teorem gir

/LF-dr:fLFdr://S(VxF)-NdS:\}6//95z—2d5.

Vi fortsetter med & finne en parametrisering av S. Overflaten S er gitt som den delen av
planet z = 3 — 22 — y som ligger innenfor sylinderen (x — 1) 4 432 = 16. Dette gir at vi
integrerer funksjonen z = f(x,y) = 3 — 2z — y over en ellipse F i xy-planet. Vi kan dermed
bruke ellipsekoordinater, z = rcos(f) + 1 og y = rsin(#)/2, hvor r € [0,4] og 6 € [0, 27].
Jacobideterminanten for denne transformationen er gitt ved

det (fos(g) _7"5111(9)) =L = dody= %drdﬁ.

<

5sin()  Fcos(6) 2

Siden S er gitt av grafen til z = f(z,y) = 3 — 2z — y, sa har vi dS = /1 + fZ + f2 dxdy.
Dette gir

/LF~dI':\}6 /852—2d5'
:;6//E(5(3—2x—y)—2)\/md:rdy

4 2w
:/ / <3 — 107 cos(6) — or sin(9)> " dodr
0 Jo 2 2
4

:377/ rdr = 24m.
0

17. april 2023 Side 7 av 7



