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Finn divergensen og curlen/rotasjonen til vektorfeltet F gitt ved:
a) F(z,y,2) = (z,0,2).
b) F($, Y, Z) - (.’L'y2, —yZQ, Zmz)'

Lgsning.
a)
Det fglger fra definisjonen av divergens og curl at
oF OF: OF: 0 0
divF(z,y,2) = a—;(aﬂ,y,z) + a—;(x,y, z) + a—;(ac,y, z) = a—i + a—i =1,
0g

i j k
curl F(z,y,2) =| 0, 0, O, :@i— %—8—56 j—a—xk:—j: 0,-1,0).
Y
r 0 =z

b)

Det folger fra definisjonen av divergens og curl at

i _g 2 ﬁ 2 Q 2\ .2 2 2
dlvF(x,y,z)—ax(xy)—l—ay( yz)+az(zx)—y z° +
og
i j k
curl F(z,y,2) =| 0y Oy 0,
xy? —yz? za?
o 8 2 g 2 . (a 2 2 2 > .
= (gt = ) )i = (o) - @) 5

+ (v - 5 @)k

=2yzi — 2zzj — 2xyk = (2yz, —2xz, —2zY).

La r = (z,y, z) veere posisjonsvektoren og la ¢ en konstant vektor. Vis at

Vi(exr)=0, Vx(cxr)=2c og V(ic-r)=c.
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Lgsning. La r = (z,y,2) og ¢ = (c1, ¢2,¢3). Da har vi

i j K
cxr=|c ¢ c3|=(c2z—c1y)i— (c12—c32)j+ (c1y — cox)k
r Yy z

=(c2z — 1y, c37 — €12, C1Y — C2),

C-r=cCx+ cy+ c32.

Vi ser dermed at

0 0 0
V-(cxr)= %(022 —ay) + 8—y(63x —1z2) + a(cly —cox) =0,
og
0 0 0

V(ic-r) = (cl(;;,czaz,c;;(;) = (c1,c2,c3) =c.
For det siste uttrykket, bruker vi definisjonen av curl og regner ut. Dette gir

i j k
Vx(cxr)= Ox Oy 0.

CoZ —C1Yy C3T —C1z C1Yy — C2x
0 0 . 0 0 .
= <8y(01y —cox) — &(031‘ - clz)> i— (&C(cly —cox) — %(622 - cly)> j

0 0
+ <8x(63$ —cy) — a—y(c;),m - clz)> k

=(2c¢1, 2¢2,2c3) = 2c.

Finn

// xzdS,
D

2 som ligger i forste oktant av R? og er avgrenset

hvor D er delen av overflaten z = x
av paraboloiden z = 1 — 322 — ¢

Lgsning.

Dersom D er delen av overflaten z = 22 i fgrste oktant som er avgrenset av paraboloiden z =
1—322 — 14?2, sa gnsker vi & finne omradet i zy-planet vi skal integrere over. Skjeeringskurven
til flatene er gitt ved

P?=z=1-322-1y> = 42?442 =1,

som er ligningen for en ellipse. Siden vi er i fgrste oktant krever vi x > 0 og y > 0. Det vil
si at omradet i xy-planet vi skal integrere over er gitt ved en kvart ellipse

E={(z,y) €R?: 42> + 4> < 1,2 >0,y > 0}.
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Videre kan vi merke oss at omradet D = {(z,y,2) € R?: (z,y) € E, 2z = 2°} er grafen til
en funksjon z = f(x,y) = x2. Vi kan dermed bruke formelen for arealelementet til en graf,

ds = \/1 + <§£) (af) dzdy = /1 + 4x2dzdy.

Integralet vi gnsker & finne er dermed gitt ved

//a:zdS //xfa:y\/ (f> (ay>da:dy—// 31 + 422dzdy.

Ettersom mengden E er beskrevet av en kvart ellipse har vi 0 < y < v/1 — 422, mens
0 <z <1/2. Dette gir

FIN v} 1
// xzdS = /2 / 231 4 4a2dydx = /2 xS\/(l +42?)(1 — 42%)dz.
D 0o Jo 0

Merk at (1 + 422)(1 — 42?%) = 1 — 162* fra tredje kvadratsetning. Vi kan dermed bruke
variabelskifte u = 1 — 16z og du = —64x3dz, noe som gir

/()éx3\/(1+4;v2 1—4z2d:ﬁ———/ Vudu 4/ \fdu——

Finn fluksen til F = (z,y,2%) opp gjennom overflaten S parametrisert ved r =
(ucos(v),usin(v),u), for 0 <u<20g0<wv <.

Lgsning.

Vi ser pa overflaten S parametrisert ved r = (u cos(v), usin(v), u), 0<u<20<wv<mn),

har en (ikke normalisert) oppover pekende normalvektor gitt ved

8r or : J k

N=_— =] cos(v) sin(v) 1 | = (—ucos(v), —usin(v),u).
) .

—usin(v) wcos(v) 0

La N veere enhetsnormalvektoren. Da blir det oppoverpekende arealelementet gitt ved
ry, X Ty or Or

Tu X T ||ru X ryldudv = — X —dudv = (—ucos(v), —usin(v), u) dudv

NdS =
45 ou Ov

Fluksen til F = (x,y, 2?) oppover gjennom S blir dermed

// F-NdS = / / (cos? )+sin2(v))+u3) dv du

—7r/(u3—u)du
0

ut ud ’
:”<4‘3>
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(ving 12: Lgsning

Evaluer linjeintegralet
?{ (:L‘ sin(y?) — y2> dz + <m2y cos(y?) + 3IE> dy
c

hvor C mot klokken om trapeset 7" med hjgrner (0,—-2), (1,—1), (1,1), and (0, 2).

Hint: Greens teorem.

Lgsning. Siden C er en stykkevis glatt lukket kurve, og integranden er deriverbar kan vi

bruke Greens teorem,
Fidx + Fody = // (8F2 — 8Fl> dxdy
oD D\ Ox oy
I vart tilfelle far vi
(02 2 2, (02
]{ (ﬂcsm(y )—y )dz + (93 ycos(y”) + 31‘) dy
C
= // [ny cos(y?) + 3 — <2xy cos(y?) — 2y)} dA
T
= // (3+2y)dA
T
:3// dA+2//ydA
T T

. . . _ o(244)x1
Det forste integralet er bare tre ganger arealet til 7" og er gitt ved 3Area(T") = 3-=5~—— = 9.

Vi gnsker né & integrere over T', som er skissert i Figur 1. Vi kan merke oss at T er gitt
ved 0 <z <log-—-2+4+z<y<2—z Dermed far vi

1 f2—a 1
2//ydA:2// ydyda;:/(2—3:)2—(x—2)2daf:0.
T 0 Jz—2 0

Om vi gnsker & regne ut det fgrste integralet, ser vi at

1 (2—= 1
3//dA:3// dydx:?;/ 2(2—x)d$:12—§:9.
T 0 Jao—2 0 2

Vi far dermed at linjeintegralet er gitt ved

740 (wsin(y?*) = y?) de + (a%y cos(y?) + 3) dy = 3//T dA + 2//T ydA =9.
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-| ¢ (lih|>

Figur 1: Figuren viser en skisse av Trapesen med hjgrner (0, —-2), (1,—1), (1,1), and (0, 2).

@ Evaluer linjeintegralet
j{ 22y de — zy? dy,
C

hvor C' gar med klokken om omradet gitt ved 0 < y < /9 — 22

Hint: Greens teorem.

Lgsning.

La D vere halvsirkelen 22 + % < 9, y > 0 skissert i Figur 2. I polarkoordinater er D
beskrevet av 0 <r <30g0<6 <.

La kurven C veaere randen til D orientert mot klokken. Siden C' er randen til D orientert
med klokken far vi

7{ 22yde —zy?dy = — ?{N 22y dx — xy? dy,
C C
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(ving 12: Lgsning

og siden C er orientert mot klokken folger det fra Greens teorem at
f 22yde — zydy = — %~ 22y de — zy? dy
C C
0 0

— [[ (g5t = 5 @) ) da

— [ @ +a*yaa
D
™ 3

:/U (/0 r2.rdr>d0

Figur 2: Figuren viser en skisse av gvre halvsirkel D med radius 3.

Bruk det to dimensjonale divergensteoremet til & bevise Greens teorem.

Hint:

1) Se over beviset til det to dimensjonale divergensteoremet for a forsta relasjonen
N =T x k, hvor k er enhetsvektoren i z retning. Deretter beregn N.

2) Prov a finne en funksjon G slik at F-T = G - N.

3) Dette gir

/Fldl‘—i-ngy:/F'Tds
C C

:/G'Nds.
C

Fullfor beviset ved a bruke det to dimensjonale divergensteoremet.
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Beuvis. La R veere en reguleer lukket omradet i zy- planet med rand C. Anta at C er en
stykkevise glatt enkel lukket kurven med positive orientering med hensyn pa R. Videre
anta at F = (Fi(z,y), Fa(x,y)) er et glatt vektorfelt pa R.

Fra beviset for det to dimensjonale divergensteoremet fglger det at enhentstangentvektoren
T = (T3, T?) til kurven C og den utoverpekende enhetsnormalvektoren N til kurven C' ma
tilfredstille N = T x k. Dermed far vi

k
0 | =(Ty,—T11,0).
1

N =

C))_'ﬂ»—l.
Q[\'ﬂu.

Vi definerer funksjonen
G = FQ(‘T7 y)i - Fl(x7y)j

Merk at
F-T=KNT+FT),= (FQ, —Fl,O) . (TQ, —Tl,O) =G-N.

Om vi na anvender det to dimensjonale divergensteoremet til funksjonen G far vi
/ Flda:—l-FQdy:/ F-Tds
C C

:/G-Nds
C

= / / divG dA (divergensteoremet)
R

OF, OF
—//R(a;—ayl)dA.
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